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Наилучшее приближение функции и класс RBSVS 

В статье рассмотрено пространство Лебега [0,2 ],pL  1 ,p    и RBVS, RBSVS классы числовых по-

следовательностей. Установлены двусторонние оценки наилучшего приближения функции 
[0,2 ], 1 ,pf L p      при условии, что коэффициенты Фурье { ( )}, { ( )} .n na f b f RBSVS  Получено 

точное соотношение между наилучшими приближениями в разных метриках. 

Ключевые слова: наилучшее приближение, квазимонотонная последовательность, классы RBVS и 
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Пусть 1 p   — измеримая, 2 -периодическая функция [0,2 ],pf L  если
1
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( ) .
p

p

p
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 
   
 
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Рассмотрим ряд Фурье функции 1[0,2 ]f L 
 
(см. [1]): 

       0

1

~ cos sin ,
2 n n

n

a f
f x a f nx b f nx





   

где   ,na f  nb f  — коэффициенты Фурье функции 1[0,2 ].f L   

Множество всех числовых последовательностей  n  таких, что 0, ,n n     обозначается 

через .MS  
Положительная числовая последовательность  n  называется квазимонотонной, если 0 

такое, что 0n

n


  при .n   Множество квазимонотонных последовательностей обозначается 

QMS [2]. 
Известно, что .MS QMS  

Через ( )n pE f  обозначим наилучшее приближение функции [0,2 ]pf L   тригонометрическими

полиномами порядка не выше n  [1]. 
Для двух положительных величин ,A B  запись A B означает, что существуют положитель-

ные числа 1 2,C C  такие, что 1 2 .C A B C A   
Известна следующая теорема. 
Теорема А (А.А.Конюшков [2]). Если 

 2

1

( ) ( ) ,p p p
n n

n

n a f b f






    

1 ,p    и    ( ) , ( ) ,n na f b f MS то pf L
 
и 

          
1

1
1 2

1

1 ( ) ( ) .
p

p p pp
n n n k kp

k n

E f n a f b f k a f b f


 

 

 
        
   
  

Эту теорему на квазимонотонную последовательность обобщил В.М.Кокилашвили [3], обратное 
неравенство доказано в [4]. 

Л.Лейндлер [5] ввел новый класс последовательностей .RBVS  
Определение. Если положительное 0, ,n n    и 0C   

1 , ,k k n
k n

C n N





     
то будем говорить, что  n RBVS   (sequence rest bounded variation). 
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Известно, что ,MS RBVS  но QMS RBVS  [4]. 
Л.Лейндлер [5] доказал обобщение теоремы А на класс .RBVS  
В 2009 году B.Szal [6] определил более широкий класс последовательностей, чем .RBVS  
Определение (B.Szal [6]). Последовательность  , 0,n n   ,n   неотрицательных чисел 

 n RBSVS     (rest bounded second variation sequence), если 0 :C   

2 , .k k n
k n

C n N





       

Известно, что RBVS RBSVS  и QMS RBSVS  [6]. 
Теорема (B.Szal [6], лемма 7). Пусть 

   
1

~ cosn
n

f x a f nx





и    .na f RBSVS   

Если  
1 ;p    

 2

1

,p p
n

n

n a f






   

то [0,2 ]pf L   и

       
1

1
1 2

1

1 .
p

p pp
n p n kp

k n

E f C n a f k a f


 

 

 
      
   
  

Известна следующая теорема: 

Теорема Б (см. [7]). Пусть 1 p    и      , .n na f b f QM  Если 

 2

1

( ) ( ) ,p p p
n n

n

n a f b f






    

то 

     
1

2
1 ( ) ( ) .

pp p p
n k kp

k n

E f k n a f b f






 
   

 
  

Возникает вопрос: верна ли теорема Б для класса ?RBSVS  Ответ содержится в следующей теореме: 
Теорема 1. Пусть 1 p    и   .na RBSVS  Если 

2

1

,p p
n

n

n a






  (1)

то ряд 

1

cosn
n

a nx



  

будет рядом Фурье некоторой функции [0,2 ]pf L   и

   
1

2

1

.
pp p

n kp
k n

E f k n a




 

 
 

 
  

Доказательство. B.Szal [6] (см. лемма 6) доказал, что условие (1) влечет, что 

   
1

~ cosn
n

f x a f nx





и 
1

2

1

.
p

p p
np

n

f n a






 
 
 
 (2)
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Рассмотрим частичную сумму 

 
1

, cos .
n

n k
k

S f x a kx


  

Тогда 

       
1 1

cos cos sin sinn k k
k n k n

f x S x nx a k n x nx a k n x
 

   

      
   cos sin ,n nnx g x nx g x    

где 

   
1

cos ;n k
k n

g x a k n x


 

   

 ng x  — сопряженная функция к  ng x  (см. [1]). Тогда в силу ограниченности оператора сопряже-

ния (см. [1]) получим 

  .n n n n np p p p p
E f f S g g C g      (3)

Далее 

 
1 1

cos cos .n k np
k n p p

g a k n x a x
 


  

     (4)

Так как   ,ka RBSVS  то 

2 2 ,n n j j m n
m j m n

a a a a C a
 

    
  

       

т.е. при фиксированном n N  последовательность   .na RBSVS   Поэтому в силу соотношения (2) 

из (4) получим 

 
1 1

22

1 1

.
p ppp p p

n n kp
k n

g a k n a
 




  

   
     

   
   

Следовательно, из (3) и (4) получим 

   
1

2

1

.
pp p

n kp
k n

E f C k n a




 

 
   

 
  

Теперь докажем противоположное неравенство. Нетрудно убедиться, что 

         cos , sin , .n n ng x nx f x S f x nx f x S f x         
 

Поэтому, в силу ограниченности оператора сопряженной функции в пространстве ,pL 1 p  
(см. [1]), имеем 

   cos sinn n np p p
g nx f S f nx f S f          

 

      .n n p np pp
f S f f S f C f S f         

Известно, что (см. [1]) 

    , , 1 ,n p n ppp
f S f C E f f L p       (5)

Поэтому 

  , 1 .n p n pp
g C E f p      

Теперь, применяя к функции ng  соотношение (2), получим 

   
1 1

22

1 1

.
p ppp p p

n p n p n p kp p
k n

E f C g C a C k n a
 




  

   
          

   
   

Теорема 1 доказана. 
Далее рассмотрим соотношение между наилучшими приближениями в разных метриках. Из-

вестна следующая теорема. 
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Теорема (П.Л.Ульянов [8]). Пусть 1 .p q     Если [0,2 ]pf L   и

 
2

1

,
q

qp
n p

n

n E f
 



   

то [0,2 ]qf L   и

     
1

1 1 2

,
1

( ) 1 ,
q q

qpp q
n q q p n kp p

k n

E f C n E f k E f
 

 

 
           

 

 0,1,n   (6)

Улучшенные варианты оценки (6) доказали В.И.Коляда [9] и Х.П.Рустамов [10]. 
М.Ф.Тиман [11] доказал, что если    ( ) , ( ) ,n na f b f MS  то верна и обратная оценка к (6) 

       
1

1 1 2

,
1

1 .
q q

qpp q
n k q p np p q

k n

n E f k E f C E f
 

 

 
     

 
  

В [7] доказано, что если    ( ) , ( ) ,n na f b f MS  то 

     
1

2

,
1

,
q p

qp
k q p np q

k n

k n E f C E f




 

 
  

 
  1 .p q    (7)

Задача 2. Пусть    ( ) , ( ) .n na f b f RBSVS  Тогда верна ли оценка (7)? 

Теорема 2. Пусть 1 ,p q    [0,2 ].qf L   Если    ( ) , ( ) ,n na f b f RBSVS  то 

 
1

2

,
1

( ) ( ) .
q q

qp
k p p q n q

k n

k n E f C E f




 

 
   

 
  

Доказательство. B.Szal [6] доказал, что 

   
1

1
1

2
,

1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) .
p

p p pp
n p p q n n k k

k n

E f C n a f b f k a f b f




 

 
         
   
  

Поэтому, пользуясь неравенством Харди (см. [12]), получим 

 
1

1
2 2 1

2
,

1 1 1

( ) ( 1) ( ( ) ( )) ( ) ( )

q
q q

p
q p p pp p p
n p p q n n k k

n n k n

n E f C n n a f b f k a f b f
    



   

 
          

 
  

 
1

2 1 2
2

,
1 1 1

( 1) ( ( ) ( )) ( ) ( )

qqq q
p

p p p p pp p p
p q n n k k

n n k n

C n n a f b f n k a f b f
    



   

                   
  

 2
,

1

( ) ( ) .q q q
p q n n

n

C n a f b f






 
  

 
 (8)

По условию теоремы [0,2 ],qf L  1 q    и    ( ) , ( ) .n na f b f RBSVS  Следовательно, по 

теореме B.Szal [6]: 

 2

1

( ) ( ) .
qq q q

n n q
n

n a f b f C f






   (9)

Из неравенств (8) и (9) следует, что 
2

,
1

( ) .
q

qqp
n p p q q

n

n E f C f
 



  (10)

Как в доказательстве теоремы 1, 
( ) ( , ) ( )cos ( )sin .n n nf x S f x g x nx g x nx     
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К функции ng  применим неравенство (10), тогда 
1

2

1

( ) .
q q

qp
n n pq

g C E g
 




     
  
 (11)

По определению функции ng  и в силу неравенства (5) имеем 

1

( ) ( ) ( )cos ( )sin .n p n n k n kp
k p

E g C g S g C a f kx b f kx


  


       

Положим 

1
1

( ) ( ( )cos( ) ( )sin( ) );n j j
j n

F x a f j n x b f j n x


 
 

     

1
1

( ) ( ( )cos( ) ( )sin( ) ).n j j
j n

F x a f j n x b f j n x


 
 

     

Тогда 

1 1 1cos ( ) sin ( ) ( ) ( , ).n n nnx F x nx F x f x S f x          
Поэтому по определению наилучшего приближения, свойства нормы и в силу ограниченности 

оператора сопряжения имеем 

1 1 1( ) ( ) cos sinn p n n np p
E f f S f nx F nx F           

1 1 1 ( ) .n n p n n np p pp
F F C F C g S g             (12)

Теперь из неравенств (10–12) получим 
1 1

2 2

1 1

( ) ( ) ( )
q qq q

qqp p
n n n p n np p p

f S f C g C E g C g S g
  

 
 

                   
      
 

1 1

2 2

1 1

( ) ( ) ( ) .
q qq q
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Теорема доказана. 
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А.А.Əсетов, Ғ.А.Ақышев 

Функцияның ең жақсы жуықтауы жəне RBSVS класы 

Мақалада [0,2 ],pL  1 ,p    Лебег кеңістігі жəне сандық тізбектердің RBVS, RBSVS кластары

қарастырылды. Фурье коэффициенттері үшін { ( )}, { ( )}n na f b f RBSVS  шарты орындалатындай 

[0,2 ], 1 ,pf L p      функциясының ең жақсы жуықтауының екіжақты бағалаулары орнатылған.

Əр түрлі метрикалардағы ең жақсы жуықтаулар арасында дəл байланыс алынды. 

A.A.Asetov, G.A.Akishev 

The best approximation of function and class RBSVS 

In article space Lebesgue [0,2 ],pL  1 p    and RBVS, RBSVS classes of numerical sequences are con-

sidered. The double-sided estimation of the best approximation of function [0,2 ], 1pf L p      are es-

tablished if the Fourie coefficients are { ( )}, { ( )} .n na f b f RBSVS  The exact relation of best approximations 

in different metrics is obtained. 
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