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Рассмотрена краевая задача для неоднородного уравнения теплопроводности с нагрузкой в 

виде дробного интеграла Римана-Лиувилля порядка 𝛽, где 𝛽 ∈ (0,1). Обращением 

дифференциальной части задача сведена к интегральному уравнению с ядром со 

специальной функцией. Специальная функция представлена в виде обобщенной 

гипергеометрической функции. Исследованы предельные случаи порядка 𝛽 дробной 

производной. Произведена оценка ядра интегрального уравнения. Получены условия 

разрешимости интегрального уравнения. 

 

I Необходимые сведения из теории дробного исчисления и специальных функций 

Определение 1. Пусть 𝜑(𝑥) ∈ ℒ1[𝑎; 𝑏]. Тогда интеграл: 

(𝐼𝑎𝑥
𝛼 𝜑)(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡, 𝑥 > 𝑎,

𝑥

𝑎

 

где 𝛼 > 0, называется дробным интегралом Римана-Лиувилля порядка 𝛼;  𝛼 > 0.  
(𝐼𝑎𝑥

0 𝜑)(𝑥) = 𝜑(𝑥). [1] 

Замечание 1. Достаточным условием существования дробного интеграла является 

условие 𝜑(𝑡) ∈ ℒ1([𝑎; 𝑏]). 

Замечание 2. Известно, что [2] для первой краевой задачи в области 0 ≤ 𝑥 < ∞ при 

условиях: 

𝑤 = 𝑓(𝑥) при 𝑡 = 0, 
𝑤 = 𝑔(𝑥) при 𝑥 = 0, 

дифференциальное уравнение вида: 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= 𝑎

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ Φ(𝑥, 𝑡), 

 имеет решение: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑓(𝜉)𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 + ∫ 𝑔(𝜏)𝐻(𝑥, 𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 + ∫ ∫ Φ(ξ, τ)G(x, ξ, t − τ)dξdτ,
∞

0

𝑡

0

𝑡

0

∞

0

 

где 

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡) =
1

2√𝜋𝑎𝑡
{exp [−

(𝑥 − 𝜉)2

4𝑎𝑡
] − 𝑒𝑥𝑝 [−

(𝑥 + 𝜉)2

4𝑎𝑡
]}, 

 

𝐻(𝑥, 𝑡) =
𝑥

2√𝜋𝑎𝑡
3
2

exp (−
𝑥2

4𝑎𝑡
). 

Определение 2. Обобщённым гипергеометрическим рядом [3] называется ряд: 

𝐹𝑞(𝛼1, 𝛼2 … , 𝛼𝑝; 𝜌1, 𝜌2, … , 𝜌𝑞 ; 𝑧) = 𝐹𝑝 𝑞 (
𝛼1, 𝛼2 … ,𝛼𝑝|

𝜌1, 𝜌2, … , 𝜌𝑞|
𝑧)𝑝 = ∑ [

∏ (𝛼ℎ)𝑘𝑧
𝑘𝑝

ℎ=1

∏ (𝜌ℎ)𝑘𝑘!
𝑞
ℎ=1

] ,

∞

𝑘=0

 

где (𝛼)𝑘 =
Γ(𝑎+𝑘)

Γ(𝛼)
 – символ Похгаммера. 

Определение 3. Функция в виде ряда  

 

𝑒𝛼,𝛽
𝜇,𝛿(𝑧) = ∑

𝑧𝑛

Γ(𝛼𝑛 + 𝜇)Γ(𝛿 − 𝛽𝑛)
, 𝛼 > 𝛽, 𝛼 > 0, 𝑧 ∈ ℂ,

∞

𝑛=0

 

при 𝛼 = 𝜇 = 1 совпадает с функцией Райта: 

𝑒1,𝛽
1,𝛿(𝑧) = 𝜙(𝛽, 𝛿, 𝑧), 
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II Постановка задачи. 

В области 𝑄 = {𝑥, 𝑡): 𝑥 > 0, 𝑡 > 0} найти решения уравнения: 

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝜆𝐼0𝑥
𝛽

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑥=𝛾(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡),(1) 

𝑢|𝑥=0 = 0;  𝑢|𝑡=0 = 0.                                              (2) 

III Сведение задачи (11)-(12) к интегральному уравнению: В силу замечания 2 задача (1) – 

(2) сводится к интегральному уравнению 

𝜇(𝑡) + 𝜆 ∫ Κ𝛽(𝑡, 𝜏)𝜇(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑓2(𝑡),
𝑡

0
                                (3) 

 

где 

Κ𝛽(𝑡, 𝜏) =
(𝛾(𝑡))

𝛽+1

√𝜋(𝑡−𝜏)Γ(𝛽+2)
𝐹2 2 (

1

2
, 1;

𝛽+2

2
,
𝛽+3

2
;  −

(𝛾(𝑡))2

4(𝑡−𝜏)
)                    (4) 

 

𝑓2(𝑡) = 𝐼0𝑥
𝛽

𝑓1(𝑥, 𝑡)|𝑥=𝛾(𝑡)(5) 

 

Здесь 𝐹2 2(𝑎1, 𝑎2; 𝑏1, 𝑏2;  𝑧) − обобщенный гипергеометрический ряд, сходится для всех 

конечных 𝑧. 
III Исследование предельных случаев 

Показано, что для краевой задачи (1) - (2) имеет место непрерывность по порядку 

дробной производной в нагруженном слагаемом уравнения задачи. 

IV Оценка ядра интегрального уравнения  

Если (𝛾(𝑡))~𝑡𝑤 при 𝑡 → 0, то для ядра (4) имеет место оценка 

 

|Κ𝛽(𝑡, 𝜏)| ≤
𝑡𝑤(𝛽+1)

Г(𝛽+2)√𝜋(𝑡−𝜏)
                                           (6) 

Поскольку: 𝜔(𝛽 + 1) ≥ 0, ∀𝜔 ≥ 0 и 𝛽 ∈ [0;1], то можно сделать вывод, что 

интегральное уравнение (3) однозначно разрешимо в классе непрерывных функций при 

любой непрерывной правой части (5). 

 

Это исследование финансируется Комитетом науки и Министерства образования и 

науки Республики Казахстан (Грант АР09259780, 2021-2023.) 
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В данной работе изучены конфликтно-управляемый процесс, описываемой системой 

дифференциально - разностных уравнений нейтрального типа. Получено достаточное 

условие для разрешимости игровых задач управления пучками траекторий. Данная работа 

примыкает к исследованиям [2]. 

В пространстве 
nR  рассматривается линейная дифференциальная игра преследования, 

описываемая системой уравнений нейтрального типа [2] 
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