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Сформулируем упрощенную задачу, имеющую немаловажное значение в исследованиях 

пульсирующего течения вязкой жидкости в трубах с упругими стенками [4-8].  Для этого 

считаем, что относительная амплитуда деформации стенки к радиусу слишком мало по 

сравнению единицы, т.е. 
𝛥𝑅

𝑅
<< 1. А также течение жидкости происходит в длинном 

трубопроводе, так что 𝜀 =
𝑅

𝐿
<< 1. Тогда, пренебрегая малыми величинами, из системы 

уравнений для течения вязкой жидкости имеем  

{

𝜕𝜐𝑥

𝜕𝑡
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜈 (

𝜕2𝜐𝑥

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝜐𝑥

𝜕𝑟
) ,

𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝜐𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜐𝑟

𝜕𝑟
+

𝜐𝑟

𝑟
= 0.

         (1) 

Для деформации стенки трубопровода на основании принятого допущения при малых 

деформаций стенки достаточно использовать уравнение Лайтфута [3] 

𝜌𝜔ℎ
𝜕2𝑢𝑟

𝜕𝑡2
= (𝑝 − 𝑝𝑐) −

𝐸ℎ𝑢𝑟

𝑅2(1−𝜈1
2)
,                                  ( 2 ) 

где 𝑢𝑟 – отношение радиальной деформации 𝛥𝑅 к радиусу трубы в состояние покоя; 𝑝𝑐 – 

давление окружающей среды; 𝜌𝜔 – плотность стенки трубы; ℎ −  толщина стенки; 𝐸 – 

модуль упругости; 𝑅 – радиус срединной поверхности стенки трубы; 𝜈1 – коэффициент 

Пуассона.  

Левая часть уравнения выражает инерцию стенки трубы, однако они пренебрежимо 

малые величины, поэтому ими пренебрегаем. Тогда (2) имеет вид 

𝑝 − 𝑝𝑐 =
𝐸ℎ𝑢𝑟

𝑅2(1−𝜈1
2)
.

           (3)

 

Отметим, что прилипание жидкости в  стенки трубы определяются граничными 

условиями для компонент скоростей:  

𝜐𝑥 = 0, 𝜐𝑟 =
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑡
  при 𝑟 = 𝑅.                         (4) 

Если деформация стенки мала, то можно считать, что 

𝜐𝑟|𝑟 = 𝑅 + 𝑢𝑟 = 𝜐𝑟|𝑟 = 𝑅.                                              (5) 

Дифференцируя уравнения (3) по переменной t, с учетом (5) , запишем 
𝜕𝑝̄

𝜕𝑡
=

𝐸ℎ𝜗𝑟=𝑅

𝑅2(1−𝑣1
2)

где 𝑝̄ = 𝑝 − 𝑝𝑐 .( 6 ) 

Производя интегрирование уравнения неразрывности от 0 до R, найдем  
𝜕𝑉̄𝑥

𝜕𝑥
= −

2

𝑅
𝜗𝑟=𝑅,         где 𝑉̄𝑥  – средняя скорость течения.  (7) 

Тогда связь между давлением и средней скоростью описывается уравнением  

 
𝜕𝑃̄

𝜕𝑡
= −

𝐸̄ℎ

2𝑅

𝜕𝑉̄𝑥

𝜕𝑥
,                            где𝑝̄ = 𝑝 − 𝑝𝑐 , 𝐸̄ =

𝐸

1−𝜈1
2. (8) 

Таким образом, упрощенная система уравнений движения вязкой жидкости в трубах с 

упругими стенками примет окончательный вид: 

{
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1

𝑟
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𝜕𝑟
) ,

𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟
+

𝑉𝑟

𝑟
= 0,

𝜕𝑝̄

𝜕𝑡
= −

𝐸̄ℎ

2𝑅

𝜕𝑉̄𝑥

𝜕𝑥
.

     (9 ) 
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Для решения упрощенной задачи при условиях, что в начальном  и конечном сечениях 

трубы давление жидкости задается в комплексном виде, которые соответствуют 

рассматриваемому случаю, т.е. 

𝑝 = ∑ 𝑝𝑛0 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑛𝜔𝑡)
𝑁
𝑛=1  при 𝑥 = 0, 

𝑝 = ∑ 𝑝𝑛𝐿 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑛𝜔𝑡)
𝑁
𝑛=1  при 𝑥 = 𝐿.   (10 ) 

Тогда система уравнений принимает следующий вид: 
𝜕2𝑉𝑥

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑟
−

𝑖𝑛𝜔

𝜈
𝑉̃𝑥 =

1

𝜌𝑣

𝜕𝑝̃

𝜕𝑥
,    (11) 

𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟
+

𝑉𝑟

𝑟
= 0,(12 ) 

𝑖𝑛𝜔
1

𝑎
𝑝̄ = −

𝜕𝑉̄𝑥

𝜕𝑥
,(13 ) 

где 𝑎 =
𝐸̄ℎ

2𝑅
 

Решение системы уравнений  (11),(12) и (13) с учетом граничных условий (4)запишем в 

виде 

𝑉̄(𝑥, 𝑟) =
1

𝜌(𝑖𝑛𝜔)
(−

𝜕𝑝̄

𝜕𝑥
)(1 −

𝐼0(√
𝑖𝑛𝜔

𝑣
𝑟)

𝐼0(√
𝑖𝑛𝜔

𝑣
𝑅)

).            (14 ) 

Умножив обе части формулы (14) на 
2𝑟

𝑅2
и проинтегрировав от 0 до R, получим 

𝑉̄(𝑥) =
1

𝑖𝑛𝜔𝜌
(−

𝜕𝑝̄

𝜕𝑥
)(1 −

2𝐽1(𝑖
3
2𝛼𝑛)

𝑖
3
2𝛼𝑛𝐽0(𝑖

3
2𝛼𝑛)

).                 (15 ) 

где 𝛼𝑛
2 =

𝑛𝜔

𝜈
𝑅2 

Тогда           
𝜕𝑝̄

𝜕𝑥
= −𝑧𝑉̄𝑥(𝑥).                         (16 ) 

Произведя дифференцирование (16) по х и подставив в место 
𝜕𝑉̄𝑥(𝑥)

𝜕𝑥
 его значение из 

уравнения (13), получаем уравнения для  определения давления 
𝜕2𝑝̄

𝜕𝑥2
−

𝑖𝑛𝜔

𝑎
𝑧𝑝̄ = 0.                     (17 ) 

𝑝̄ = ∑ 𝑝̄𝑛0
𝑁
𝑛=1 при𝑥 = 0, 

𝑝̄ = ∑ 𝑝̄𝑛𝐿
𝑁
𝑛=1  при  𝑥 = 𝐿.                                (18 ) 

𝑝̄(𝑥) = ∑ [𝑝̄𝑛0
𝑠ℎ√

𝑖𝑛𝜔

𝑎
𝑧𝐿(1−

𝑥

𝐿
)

𝑠ℎ√
𝑖𝑛𝜔

𝑎
𝑧𝐿

𝑁
𝑛=1 + 𝑝̄𝑛𝐿

𝑠ℎ√
𝑖𝑛𝜔

𝑎
𝑧𝐿

𝑥

𝐿

𝑠ℎ√
𝑖𝑛𝜔

𝑎
𝐿

],      (19) 

𝑉̄𝑥(𝑥) = ∑ [𝑝𝑛0
𝑐ℎ√

𝑖𝑛𝜔

𝑎
𝑧𝐿(1−

𝑥

𝐿
)

𝑠ℎ√
𝑖𝑛𝜔

𝑎
𝑧𝐿

− 𝑝̄𝑛𝐿
𝑠ℎ√

𝑖𝑛𝜔

𝑎
𝑧𝐿

𝑥

𝐿

𝑠ℎ√
𝑖𝑛𝜔

𝑎
𝑧𝐿

]𝑁
𝑛=1 √

𝑖𝑛𝜔

𝑎𝑧
.   (20)    

Использую полученное решение (19) и (20) можно произвести числовые расчеты для 

пульсирующих течения вязкой несжимаемой жидкости в круглой цилиндрической трубе с 

упругими стенками.  
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