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Coefficients of m ultiple Fourier-Haar series and variational m odulus 
of continuity

In this paper, we introduce the concept of a variational m odulus of continuity for functions of several 
variables, give an estim ate for the sum of the coefficients of a multiple Fourier-Haar series in term s of the 
variational m odulus of continuity, and prove theorem s of absolute convergence of series composed of the 
coefficients of multiple Fourier-Haar series. In this paper, we study the issue of the absolute convergence 
for multiple series composed of the Fourier-Haar coefficients of functions of several variables of bounded 
p-variation. We estim ate the coefficients of a multiple Fourier-Haar series in term s of the variational 
modulus of continuity and prove the sufficiency theorem  for the condition for the absolute convergence 
of series composed of the Fourier-Haar coefficients of the considered function class. This paper researches 
the question: under w hat conditions, imposed on the variational m odulus of continuity of the fractional 
order of several variables functions, there is the absolute convergence for series composed of the coefficients 
of multiple Fourier-Haar series.

Keywords: Fourier-Haar series, variational modulus of continuity, coefficients of multiple Fourier-Haar series.

Introduction

It is known th a t the definition of p-variation functions for one variable was introduced by W iener [1], 
for functions of two variables this definition was given by Clarkson and Adams [2]. Similar questions for 
trigonometric and multiplicative systems were considered in the works [3, 4]. Let us give the necessary 
definitions.

Let f  (ж1, ...xn ) be defined on the set [0 ,1]N and p = p1 x  p2 x ... x pN , here pj = {0 =  <  ж1 <  
... <  x s =  1}, Sj > 1, j  = 1,..., N  is an arb itrary  partition  of a set [0 ,1]N . Variational sum of order p 
of the function f  (x1, ...xn ) w ith respect to  the partitions p is called the quantity  (1 <  p <  ro)

(si SN
£  ... £  |A 1 (f ;x1i-1  , . . . , x y -1 ; f t ? ) l p

ri = 1 rN = 1

here
A 1 (f ; x 1 ,.. . ,x n  ; h 1 ,...,h N ) :=  Е ^ = о  ... E j ,n= o (-1 )4i+'"+4N f  (x1 +  mh-1 , . . . ,x n  +  Vn  h N),

(x1, ..., x N) e  [0 ,1]N , hj >  0, hrj :=  x r — x r 1, rj =  1, 2, ...Sj, j  =  1, 2 ,..., n.

Variational modulus of continity w1_ 1/p(f, 51, ..., 5N) of an order 1 — p of the function f  (x1,...x n ) is 
called the value

W1_ 1/p(f, 51,...,5n  ) =  sup N£(f), (1)
|Pj |<^j
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here |p j | =  m ax (x j3 — x j  -,).
1 <Pj <sj j j

We say th a t f  G Vp[0,1]N , 1 <  p <  те, if Vp (f, [0,1]N) =  w1-1/p( / ,  1,..., 1) <  те, and if f  G
Cp [0,1]N , 1 <  p <  те, if lim w1-1/p( f ,5 1, ...,5N ) =  0.. The properties of a variational modulus of

Si 0̂
continuity was studied by A.P. Terekhin (see [5, 6]).

Modulus of continuity w (f, 5 ^ ..., 5N) for function f  (x 1, ...xn) is called the value

w (f, 51, . . . ,S n ) =  sup |f ( x 1 +  h 1 , . . . ,x n  +  hN )... — f ( x 1, ...,x i +  hi, . . . , x n ) — ... +  f ( x 1, .. . ,x n ) |.
0<hi<Si

The functions of the Haar system on the semi-open interval [0,1) is defined by h0(x) =  1 if x G [0,1); 
if n  =  2k +  j ,  k G P  =  N  U {0}, 0 <  j  < 2k and A (k) =  j , j , then

2k/2, x G A2k+1) 
hn(x) =   ̂ —2k/2,x  G A^kJ+1) ,

0, x G [0,1) \  A jfc)

(see [7]) .
Then the multiplicative Haar system is defined as follows:

hk1,...,kn (x1, ..., xn ) =  hk1 (x 1) ...hkn (xn ),

(x1, ... , xn) G [0, 1)N .

The Fourier-Hagir coefficients for functions of several variables are determ ined by the equality: 
a„i,...,nN ( f ) =  /о1 ... /о1 f  (x1, . . . ,x n  )hni (x1)...hnN (x n  )dx1 ...dxN , n b ...,nN  G N .

This paper researches the question: under what conditions, imposed on the variational modulus of 
continuity of the fractional order of several variables functions, does the series converge?

Z  ... Z  |ani,...,nN ( f)  |в , e  >  0,
n1 = 1 nN = 1

where an i. . ,nN ( f ) are the Fourier-Haar coefficients of the function f . For the case of functions of one 
variable, such questions were considered by S.S. Volosivets [8].

1 Formulas and theorems

Theorem 1. Let f  G Cp[0,1], 1 <  p <  те and an ( f ) =  /0  f (x )h n (x)dx, n  G N . The following 
inequality is valid

^2fc+i -1 \  P
loiCf) ip i < w , u J  f , i b -k -1Z  |fli ( f ) |p )  <  w1 - 1 /p ( f , 2 k )

i=2k

You can see the proof of Theorem  1 in [8].
Further, we are considering the functions of several variables. We need the following auxiliary 

statem ents.

Lemma 1. Let f  G Vp[0,1]N , 1 <  p <  те и 0 < 5 1,52 <  1. The following inequality is valid

i i 
P XP51, ..., 5N)Lp <  5ь  ..., 5n )51P ...5N .

22 Bulletin of the K araganda University

Buk
eto

v U
niv

ers
ity



Coefficients of m ultiple Fourier-Haar

This lemma is an analogue of the corresponding lemma from the work [5], it is proved for the case 
of functions of one variable, for functions of several variables, the proof is proved similarly to  the one 
variable case.

The following theorem  gives an estim ate for the Fourier-Haar coefficients of two variables functions 
in term s of the variational modulus of continuity of the order (1 — 1/p).

Theorem 2. Let f  G Cp[0 ,1]N, 1 < p < ж  and 

"1 r 1
anu ...,nN ( f )  =  /  ... /  f (x i,...,X N )h n 1 (x i)...h n N(xN )d x i...d xN , u i , . . . ,u n  G N , 

J 0 J 0

the following inequality is valid

1
,,2k1 + 1- 1 2kN+1- 1 \  P

IP
i=2k1 iN=2 kN
£  ■ ■ ■ £  i“ i1 -iN (f)ip | <  - 1- 1/ Л  f , i J N )  2 - - 2. (22k1 ’ ’ 2kN

Proof of Theorem 2. We present the proof for the two variables case [9, 10]. In many variables it 
is proved in a similar way. Using the definition of the Haar function hn1,n2 (x , y)  = hn1 (x) hn2 (x)  if 
u 1 =  2k1 +  m 1,u2 = 2k2 +  m 2, we have

n1 ,n2 ( f ) = /  /  f ( x , y ) hn 1 (x)hn 2 (y)dxdy
0 0

m1+1 m2+1 
f  2k1 f  2k2 

= / f  ( x , y ) hn 1 (x)hn 2 (y)dxdy =J m1 J m2 
2k1 2k2

( 2m1 + 1 2m2 + 1 m1 + 1 2m2 + 1
P + f  ( x , y )dxdy  — [ / +  / ^ 2 Г  f  ( x , y ) dx dy —

/ m 1 /m2 I 2m 1 + 1 / 2m2 + 1
2k1 2k2 2% + 1 2k2

2m1 +1 m2 + 1 m1 +1 m2 + 1 \

— /m2k1 + 1 ^ 2  + 1 f  ( x , y)dxdy  +  / ^ + 1  ^ 2 + 1  f  y ) ,
2k1 2k2 + 1 2k1 + 1 2k2 + 1 /

then, replacing the variables taking the shift of the argum ents, we get

2m1 + 1 2m2 + 1 m1 + 1 2m2 + 1

an1,n2 ( f ) = 2 I 2 1+ / 22+ f  ( x , y )dxdy — I 2 ] / 2 ++1 f  (x  +  2-k1 - 1 , y )dxdy —’ I m2 I 2m 1 + 1 / 2m2 + 1
2k2 2k1 + 1 2 k 2

2m1 + 1 m2 + 1
f  ( x , y  +  2- k 2-1 )dxdy+Г m1 / 2m2 + 1

2k1 2k2 + 1
m1+1 m2 +1 .

+  4 2 +  /am2+ f  (x +  2-k1-1>» +  2-k2-1)dxdH  =
2k1 + 1 2k2 + 1 /

2m1 +1 2m2 + 1
j' 2k1 + 1 I 2k2+1
m1 I m2
2k1 ' 2k2

2 / 2k1+1 / 2k2+1 ( f (x ,y )  — f  (x  +  2-k1-1 ,y) —

—f  (x, y  +  2-k2-1) +  f  (x  +  2-k1 -1 ,y  +  2-k2 -1 ))dxdy^j .
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Now, based on Holder and Lemma 1, we have (here p +  1 =  1)

1 ,П2( / > <  2 ̂  ( L + 1 )  L + i , | ( / ( x - »> -  f  <x+ 2 - ‘ 1-1- y>\  2mi 2m2

- / (x, y  +  2-k2-1) +  / (x +  2-k1 - 1 ,y  +  2-fc2-1))|pdxdy)  ̂ 2fcl+fc2+2

I
<

k1+k2 
< 2  2 sup

1S 2fc1+1 U2m1
д (к1 + 1) /д(к2 + 1) |A 2 ( / ,x ,y ,h i ,h 2 ) |pdxdy

V 2- Л+Т

1
2*1+*2+2 <

<  2 ̂  Vp ( / ,
m 1 m 1 +  1 
2*1, 2fc1

m 2 m 2 +  1
2*2 , 2*2

1
2*1+*2+2

1
2*1+*2+2

=  2 ̂  Vp ( / ,

=  2 ̂  Vp( / ,

m 1 m 1 +  1 m 2 1+2

2*1 2*1 , 2
-sa2 2*2

4 1 +11 \  q + p
2*1+1

4 1 +11 \  q + p

m 1 m 1 +  1 m 2 m 2 +  1
2*1 2*1 , 2*2 2*2

1
2*1+1 / \ 2fc2+1

2*2 +1 

1

2- ^ -2 Vp ( / ,

m 1 m 1 +  1 m 2 1+2

2*1 2*1 , 2
-sa2 2*2

m 1 m 1 +  1 m 2 m 2 +  1
2*1 2*1 , 2*2 2*2

Therefore

|0U1,U2 ( / )|p <  2- 2 (fc1+fc2)-2M  M  / . (3)

We take e >  0 such th a t m 1 =  0 ,1 ,..., 2*1 — 1 and m 2 =  0 ,1 ,..., 2*2 — 1 and find partition  £m1 and nm2

m 1 m 1 +  1 m 2 1+2

2*1 2*1 , 2
-sa2 2*2

squares m1 m1+1 
2k1 , 2k1 and m2 m.2+1 

2k2 , 2k2 (look (1)) such th a t

( / ) ) ” г  ( v ? ( / •
m 1 m 1 +  1 m 2 m 2 +  1 \ y  e
2*1 2*1 , 2*2 2*2 / / 2*1—*2

Combining all these partitions of the square [0,1]2 with a diam eter no more ^ a c c o r d i n g l y  and, 
summing inequalities (3), we get

2k1+1 — 1 2k2+1 — 1 / 1 1  \

E  E  |“ -j( / ) |p <  “ P—1 / Д /■ w • & —£) 2— p—2p-
i=2k1 i=2k2

and since e we can be made arbitrarily  small, then inequality (2) is proved. Theorem  2 is proved.
In the case of one variable functions, a similar estim ate for the Fourier-Haar coefficients was obtained 
in [8].

The following theorem  gives sufficient conditions for the convergence of double series, composed of 
Fourier-Haar coefficients.

x

x

p
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Theorem 3. Let f  G Cp[0 ,1]N, 1 <  p <  ж  and 

«1 r 1
anu ...,nN ( f )  =  /  .. /  f ( x i , . . . , x w)hrai(x i)...h „N( xN)dx i . . . dxN , u i , . . . ,u n  G N. 

7o 7o

1) Let в  >  0, p >  в- Then, under the condition of convergence for the series

O O / л  -| \
: . . .  e  t o . . . ™ >_2 _ f  ̂ f _ i /p ( / , uui- - u ^ )  ■
1 n N=1 4 7

... (u i ...u n ) 2 f
ni=1 nN=

the following series converges

E  ... E  l°ni ..nN ( f ) Iе •
ni =1 nN =1

2) Let в >  0, p >  в , Y >  1 +  1, Y G R. Then, under the condition of convergence for the series

OO OO / 1 1
E ... E (u1...un)Y _ f _ 1 < 1 / p ( f , - , . . . , —

ni =1 nN =1

the following series converges

oo oo

... (U1...UN )y |ani...nN (f)  1 <  ж .
ni=1 nN=1

Proof o f Theorem 3. We present the proof for the two variables case [9, 10]. In many variables it is 
proved in a similar way. Consider the case 1).

Using Holder’s inequality and Theorem  2, we have

в , 4 в1_ в

Y ,  1 am n(f)  |в <  I 1 am n(f)  |в f I I 1
m=2k n=2l \  m= 2k n=2l /  \  m=2k n=2l

2^+1_12^+1_1 /2^+1_1 2̂ +1_1 \  f / 2^+i_1 2̂ +1_1 \  f
I ia ( f ) Iе f

/ ч в/ 2k+1_12l+1_1 \  f ( 4
=  (2k21 ) 1_ f  I E  E _  I ( / )I в f  I <  (2k+‘) 1_ f  2(_ *+ _2,4 _ 1 / „ ( / ,  2 k , 2 Л

' -?,=2k n=2l

(k+ 0 (1 f 2) f  ^
=  2 W1_1/H  f , 2k , 2V  .

Summing up both  sides of the resulting inequality, we have

о  о  /  2k+1_1 2l+1 _1 \

E  E  I E  E  I ( / ) I e I <
k=0 l=0 у m=2k n=2l у

O O ( О O \ / -1 1 \  <~O <~O
<  C  E E  2(k+‘̂ 1_ f _ 2 ) - f _ 1 / i  f ,  2 k , * )  E  £ К »  ( f  ) Ie <

k=0 l=0 V '  k=1 1=1
OO OO /  n n \  /  - i - i \  OO OO /

< C  E E  2(k+,,(1_ f _2 > - f _ 1/ i  / , 2 k , 2 0  E E  (m u )_2 _ f ̂  ( / ^  , 1
k=0 l=0 m=1 n=1 '
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Therefore

о  о  2m+1_12n+1_1 ,

=  с E E  E  E ( « ) _ f _ 2 ^ / , , ( 4 1 ) >
k=0 l=0 k=2m l=2n 4 7

о  о  /  1 1 \
> V  V 2 _ (n + m , 2_ 2_ t/ ( f , — , ^ ) 2 ( n + m ,— /  -j /  -j 1_1/P у J 2 m  2n /

m=0 n=0 '  '

= e  ^  2(n+m,/1- 2 - f  ) „ f_ 1 / ,  ( / ,  2m , ± . ) .
m=0 n=0 '  '

о о
E e  (m u )_2 _ f - f_ 1 / ,  ( f ^  , i )  < ж
m=1 n=1 '

о о

E  E  1 amn ( f)  1 ̂
m=1n=1

Now we consider the case 2)

2k+1 _12l+1 _1 /  2k+1 _ 1 2l+1 _ 1 \ p /  2k+1 _12l+1 _1 \ «

E  E  (mu)Y 1 a™n(f)  1 e <  I E  E  1 flm n(f)  1 p I I E  E  (mu)Yq I <
m=2k n=2l V m=2k n=2l !  V m=2k n=2l !

< ^2(k+1,7q2(1+1,Yq2(k+l)  ̂q u,f_ 1/, f , p , 2 j )  2 _ 4  

=  2 7 -22(k+ 4 Y+ 1 _ 2) „ /_  1/, ( /  J j , i )  2 _ ¥  _

Summing up both  sides / ч
о  о  /  2k+1 _1 2l+1 _1 \

E E I  e  e  (m n)Y|amn ( f ) | в I <
k=0 l=0 у m=2k n=2l /

°  °  ( 1 1  \ /  1 1 \
< E  E  2Y-22(k+1,(Y+ i - 2) ^  1 / Г / ,  £ ,  2 f )  2- ¥  -2  E  E ( m n ) Y | a„,„ ( / ) | <

k=0 l=0 '  7 m=1 n=1
о о

<  с  e  E  (m u)Y - f - 1 - f -1 /p  ( / , m , J .
m=1n=1 '  '

Theorem  3 is proved.
Theorem  3 is an extension to  the two-dimensional case of the corresponding theorem  from the 

work [8].

Acknowledgments

This work is funded by the Science Com m ittee of the M inistry of Science and Higher Education of 
the Republic of K azakhstan (grant No. AP15473253).

References

1 W iener N. The qudratic variation of a function and its Fourier coefficients /  N. W ien er// 
M assachusetts J. of M ath. — 1924. — No. 3. — P. 72-94. https://doi.org/10.1002/sapm 19243272

26 Bulletin of the K araganda University

Buk
eto

v U
niv

ers
ity

https://doi.org/10.1002/sapm19243272


Coefficients of m ultiple Fourier-Haar

2 Clarkson J.A. On definitions of bounded variation for functions of two variables /  J.A . Clarkson, 
C.R. Adams / /  Trans. Amer. M ath. Soc. — 1933. — No. 35. — P. 824-854. h ttps://do i.o rg /10 .2307/ 
1989593

3 Bitim khan S. Partia l best approxim ations and the absolute Cesaro summ ability of multiple 
Fourier series /  S. Bitim khan, D.T. Alibieva //B u lle tin  of the K araganda University. M athem atics 
series. — 2021. — No. 3(103). — P. 4-12. https://doi.org/10.31489/2021M 3/4-12

4 Turgumbaev M.Zh. On weighted integrability of the sum of series w ith monotone coefficients with 
respect to multiplicative systems /  M.Zh. Turgumbaev, Z.R. Suleimenova, D.I. Tungushbaeva / /  
Bulletin of the K araganda University. M athem atics series. — 2023. — No. 2(110). — P. 160-168. 
https://doi.org/10.31489/2023M 2/160-168

5 Терехин А.П. Приближение функций ограниченной р-вариации /  А.П. Терехин / /  Изв. 
высш. учеб. завед. М атематика. — 1965. — № 2. — С. 171-187.

6 Терехин А.П. Функции ограниченной р-вариации с данным порядком модуля р-непрерывности 
/  А.П. Терехин / /  М атематические заметки. — 1972. — Т. 12. — № 5. — С. 523-530.

7 Кашин Б.С. Ортогональные ряды /  Б .С . Кашин, А.А. Саакян. — М.: Наука, 1984. — 554 c.
8 Волосивец С.С. Приближение функций ограниченной р-вариации полиномами по системам 

Х аара и Уолша /  С.С. Волосивец / /  Математические заметки. — 1993. — Т. 53. — № 6. —
С. 11-21.

9 Bokayev N.A. Variational modulus of continuity and coefficients of the double Fourier-Haar 
series /  N.A. Bokayev, T.B. Akhazhanov / /  AIP Conference Proceedings. — 2015. — № 1676. —
P. 020029. https://doi.org/10.1063/L4930455

10 Ахажанов Т .Б. Вариационный модуль непрерывности и коэффициенты двойных рядов Ф урье- 
Х аара /  Т .Б. Ахажанов / /  Вестн. Евраз. нац. ун-та. — 2010. — № 6. — С. 57-62.

Т .Б . А х аж ан о в1, Н .А . Б о к а е в 1, Д .Т . М ати н 1, Т. А ктосун2

1Л.Н. Гум илев атындагы Еуразия улт т ы ц университ ет i, Астана, Казацстан;
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Есел1 Ф урье-Хаар к,атарыныц коэффициенттер1 ж эн е  
вариациялык узш ю с1здж модул1

М акалада кеп айнымалы ф ункциялар ушш вариациялык, у зш к а зд ж  модулшщ ¥гымы енпзшген, 
Фурье-Хаар коэффициенттершен к¥рылган есел1 катарларды вариациялы к у зш к м зд ж  модул1 аркы- 
лы багалау жэне Фурье-Хаар коэффициенттершен к¥рылган есел1 катарлардын абсолю та жинакта- 
луынын теоремалары дэлелденген. Авторлар Фурье-Хаар коэффициенттершен к¥рылган есел1 к,а- 
тарлардын вариациялы к у зш к м зд ж  модул1 аркылы багалануын жэне карастырылып отырган функ­
циялар класынан алынган Фурье-Хаар коэффициенттершен к¥рылган есел1 катарлардын абсолю та 
жинак,талуынын ж е т ю л ж т  шартын дэлелдеген. Кеп айнымалы функциялардын (1 — 1/p) р е т а  вари­
ациялы к у зш к м зд ж  модулше кандай ш арттар койганда, Фурье-Хаар коэффициенттершен к¥рылган 
есел1 катарлардын абсолютт1 ж инакталу деген мэселе зерттелген.

К ы т  свздер: Фурье-Хаар катары, вариациялы к у зш к м зд ж  модул1, есел1 Фурье-Хаар коэффициент- 
тер1.
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Коэффициенты  кратного ряда Фурье—Х аара и вариационный 
модуль непрерывности

В статье введено понятие вариационного модуля непрерывности для функций многих переменных, 
приведены оценка суммы коэффициентов кратного ряда Ф урье-Х аара через вариационный модуль 
непрерывности, и доказаны теоремы об абсолютной сходимости рядов, составленных из коэффициен­
тов кратны х рядов Ф урье-Х аара. Авторами исследован вопрос об абсолютной сходимости кратных 
рядов, составленных из коэффициентов Ф урье-Х аара функций многих переменных ограниченной 
р-вариации. Приведена оценка коэффициентов кратного ряда Ф урье-Х аара через вариационный мо­
дуль непрерывности, и доказана теорема достаточности условия абсолютной сходимости рядов, со­
ставленных из коэффициентов Ф урье-Х аара рассматриваемого класса функции. Здесь изучен вопрос:
«При каких условиях, накладываемых на вариационный модуль непрерывности дробного порядка 
функций многих переменных, имеет место абсолютная сходимость кратны х рядов, составленных из 
коэффициентов Ф урье-Хаара?»

Ключевые слова: ряды Ф урье-Х аара, вариационный модуль непрерывности, коэффициенты кратного 
ряда Ф урье-Хаара.
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