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АСИМПТОТИКА  ВЕТВЯЩЕГОСЯ  ПЕРИОДИЧЕСКОГО  РЕШЕНИЯ  СИСТЕМЫ 
СИНГУЛЯРНО-ВОЗМУЩЕННЫХ  НЕЛИНЕЙНЫХ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЙ  

В  ЧАСТНЫХ  ПРОИЗВОДНЫХ 

Бірінші ретті дербес туындылы сингулярлы қозғалған сызықты емес дифференциалдық 
теңдеулер жүйесінің тармақтанатын периодты шешімі үшін оның бар болуы жəне 
асимптотикалық жіктелінуі зерттелген. 

Problems on existence and asymptotic expansion of branching periodic solution for the system of first 
order singularly perturbed nonlinear differential equations by the partial derivatives are investigated. 

 
Теория ветвления периодических решений для различных классов одномерных сингулярно-

возмущенных уравнений и их систем была разработана в работах [1–4]. В работе [5] эти исследова-
ния были частично обобщены на случай системы сингулярно-возмущенных нелинейных дифферен-
циальных уравнений в частных производных. В настоящей работе рассматривается следующая сис-
тема нелинейных дифференциальных уравнений с малым параметром   при частных производных: 
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где 0a  — вещественное число; ),( xt ; функции ),,,( zuxtf  и ),,,( zuxtg  предполагаются не-

прерывно дифференцируемыми на множестве 3
3 ],0[ RT   и периoдическими. 

Далее удобно ввести пространство  )2(C , элементами которого являются пары 

 ),(),,(),( xtzxtuxtw   периодических функций, определенных и непрерывных в области  . Норму в 

этом пространстве определяем формулой },max{
)()2(

zuw
C




. 

Тогда при всех ),( xt  имеют место неравенства: 

  ),,,(),,,( 1122 zuxtfzuxtf  12121 ,max zzuuM  , 

  ),,,(),,,( 1122 zuxtgzuxtg  12122 ,max zzuuM  , 

где 1M , 2M  — положительные конечные постоянные. 
Систему (1) заменим другой системой: 
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равносильной с ней только для тех u , z , для которых тождественно выполняется равенство: 
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Лемма 1. Система (2) эквивалентна следующей системе интегральных уравнений: 
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где   — произвольная непрерывная функция. 
Утверждение об эквивалентности систем (2) и (4) доказывается непосредственной проверкой. 
Лемма 2. Пусть     )2(, Czuw  — периодическая функция. Тогда функция 

  Fwzuw  11
)1( , , определенная с помощью соотношений 

  
t

dszustxsftxxtu
0

1 ),,,()(),(  
 T

dszustxsf
T

t

0

),,,( , 

     dszustxsgsta
aT

xtz
Tt

t

),,,(/)(exp
1)/exp(

1
),(1 






 , 

также является периодической функцией класса  )2(C . 

Доказательство. Проверим её периодичность по t : 

 ),(1 xTtu  )( Ttx 



Tt

dssTtxszsTtxsusTtxsf
0

)),(),,(,,(  

 



T

dssTtxszsTtxsusTtxsf
T

t

0

)),(),,(,,(  

 
T

dssTtxszsTtxsusTtxsf
0

)),(),,(,,(  

 )( tx 



Tt

dsstxszstxsustxsf
0

)),(),,(,,(  

 



T

dsstxszstxsustxsf
T

t

0

)),(),,(,,(  
Tt

dsstxszstxsustxsf
0

)),(),,(,,(  

 


T

Tt

dsstxszstxsustxsf )),(),,(,,(  

)( tx   



T

dsstxszstxsustxsf
T

t

0

)),(),,(,,(  

 


T

Tt

dsstxszstxsustxsf )),(),,(,,(  

)( tx   



T

dsstxszstxsustxsf
T

t

0

)),(),,(,,(  

 
0

)),(),,(,,(
t

dTtxTzTtxTuTtxTf  

)( tx   



T

dsstxszstxsustxsf
T

t

0

)),(),,(,,(  

),()),(),,(,,( 1
0

xtudtxztxutxf
t

  , 










Tt

Tt

sTta
aT

xTtz
2

1 )/)(exp(
}1)/{exp(

1
),(  

 xsusTtxsg ,(,,(  dssTtxszsTt ))],(),  

Ре
по
зи
то
ри
й К
ар
ГУ



6 








Tt

t

ta
aT

)/)(exp(
}1)/{exp(

1
 xTutxTg ,(,,(  dtxTzt ))],(),  








Tt

t

ta
aT

)/)(exp(
}1)/{exp(

1
 xutxg ,(,,( ),())],(), 1 xtzdtxzt  . 

Периодичность по x  и непрерывность функции  11
)1( , zuw   очевидна. 
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Ввиду конечности M  найдется 01   такое, что 11  M . 

Лемма 3. При всех  , удовлетворяющих условию 10  , оператор F  будет сжимающим. 
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Следовательно, при всех 10   справедливо неравенство 
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Возьмем теперь любые неравные между собой функции  11
)1( , zuw   и  22
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Тогда для )1()1( Fww   и )2()2( Fww   имеем: 
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Из этих неравенств следует, что 
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Таким образом, при всех   таких, что 10  , оператор F  будет сжимающим. Лемма 3 дока-
зана. Приходим к следующей теореме существования и единственности: 

Теорема 1. При каждой фиксированной функции  , при выполнении условий (3) и 10   

система (4) имеет единственное непрерывное и периодическое решение    zuw ,  такое, что 

0)( 1

1
)2(

Rw
C 




 . 

В общем случае, как видим из доказанной теоремы, решение системы (4) не единственно или, 
как еще говорят, возможны ветвления ее решения. Пусть пара функций )0,( 0  удовлетворяет тожде-
ству (3). Представим теперь решение системы (1) в виде 
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Подставляя это в эквивалентную систему (2) и приравнивая члены при одинаковых степенях ма-
лого параметра, получаем систему уравнений: 
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Повторяя схему преобразований, проделанных выше для системы (2), систему (5) можно эквива-
лентно преобразовать в систему интегральных уравнений. Далее можно доказать, что система (5) 
имеет единственное периодическое решение  , состоящее из пары  , , для которого верна оценка 
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Следовательно, имеет место следующая теорема: 
Теорема 2. Пусть )(),( 0 txxtu  , 0),( xtz  — одно из бесчисленных периодических решений 
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решения возмущенной системы (2) имеют место асимптотические оценки: 
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