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Пусть 𝐿𝑝(𝑇
𝑑)(0 < 𝑝 ≤ ∞)–пространство Лебега с обычной (квази) нормой, здесь и далее 𝑇𝑑 ≔

 
(𝑅

𝑍
)𝑑   – тор. 

Пусть  0 <  𝑢 ≤ 𝑝 ≤ ∞, пространство Морри  𝑀𝑢
𝑝 ≔ 𝑀𝑢

𝑝(𝑇𝑑) −совокупность всех 𝑓 ∈

𝐿𝑢(𝑇
𝑑) таких, что 

‖𝑓 |   𝑀𝑢
𝑝
‖ ≔ |𝑄|

1

𝑝
−

1

𝑢(∫𝑄 |𝑓(𝑥)|𝑢𝑑𝑥)
1

𝑢 < ∞, 

где 𝑄 пробегает множество всех кубов со сторонами, параллельными осям,|𝑄|, 𝑙(𝑄) − объём, 

длина стороны 𝑄. 
Пусть 𝜓 ∈ 𝐶0

∞(𝑅𝑑) такая,что 𝜓(𝑥) = 1,если |𝑥|∞ ≤ 1, 𝜓(𝑥) = 0,если|𝑥|∞ ≥ 3/2 .  

Положим 𝜑0 ∶= 𝜓, 𝜑𝑗(𝑥) ≔ 𝜑0(2
−𝑗𝑥) − 𝜑0(2

1−𝑗𝑥), 𝜑−𝑗 ≡ 0, 𝑗 = 1,2, …. 

Пусть 𝑙𝑞 ≔ 𝑙𝑞(𝑁0) − пространство числовых последовательностей (𝑎𝑗) ≔ (𝑎𝑗)𝑗∈𝑁0
 с обычной 

(квази)нормой. Для (𝑔𝑗(𝑥)), 𝑥 ∈ 𝑇𝑑 , 

‖ (𝑔𝑗(𝑥)) |𝑙𝑞(𝑀𝑢
𝑝
)‖ ≔ ‖‖ (𝑔𝑗(𝑥)) |𝑀𝑢

𝑝
(𝑇𝑑)‖|𝑙𝑞‖; 

‖ (𝑔𝑗(𝑥)) |𝑀𝑢
𝑝
(𝑙𝑞))‖ ≔ ‖‖ (𝑔𝑗(𝑥)) 𝑙𝑞|‖|𝑀𝑢

𝑝
(𝑇𝑑)‖. 

Пусть 𝑆′ ≔ 𝑆′(𝑅𝑑) − пространствоШварца умеренных распределений, а𝑆′ ≔ 𝑆′(𝑇𝑑) – 

подпространство 𝑆′распределений, 1-периодических по каждой переменной; 𝑓 ≔ 𝐹(𝑓) − 

преобразование Фурье распределения 𝑓 ∈ 𝑆′ . 

Для 𝑓 ∈ 𝑆′  положим  𝛥𝑗̃{𝑓, 𝑥) ≔ ∑
𝜉∈𝑍𝑑 𝜑𝑗(𝜉)𝑓(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝜉𝑥(𝜉𝑥 = ∑𝜅=1

𝑑 𝜉𝜅𝑥𝜅 − скалярное 

произведение  𝜉, 𝑥 ∈ 𝑅𝑑). 

Пусть 𝑠 ∈ 𝑅, 0 < 𝑞 ≤ ∞, 0 < 𝑢 ≤ 𝑝 ≤ ∞. 

𝑁𝑝,𝑞,𝑢
𝑠 ≔ 𝑁𝑝,𝑞,𝑢

𝑠 (𝑇𝑑) ≔ {𝑓 ∈ 𝑆′:‖𝑓 | 𝑁̃𝑝,𝑞,𝑢
𝑠 ‖ ≔ ‖(2𝑗𝑠𝛥𝑗̃{𝑓, 𝑥))|𝑙𝑞(𝑀𝑢

𝑝)‖ < ∞} − 

пространства Никольского-Бесова-Морри  на торе; 

при 𝑢 < ∞𝑀𝑢
𝑝

 

𝐸𝑝,𝑞,𝑢
𝑠 ≔ 𝐸𝑝,𝑞,𝑢

𝑠 (𝑇𝑑) ≔ {𝑓 ∈ 𝑆′: ‖𝑓 | 𝐸̃𝑝,𝑞,𝑢
𝑠 ‖ ≔ ‖(2𝑗𝑠𝛥𝑗̃{𝑓, 𝑥))| 𝑀𝑢

𝑝(𝑙𝑞) ‖ < ∞} − 

пространства Лизоркина-Трибеля-Морри  на торе. 

Пусть 𝑠, 𝜏 ∈ 𝑅, 0 < 𝑞 ≤ ∞.  При 0 < 𝑝 ≤ ∞ ≤ ∞ 

  𝐵𝑝,𝑞
𝑠,𝜏 ≔ 𝐵𝑝,𝑞

𝑠,𝜏(𝑇𝑑) ≔ 

{𝑓 ∈ 𝑆′: ‖𝑓 |   𝐵𝑝,𝑞
𝑠,𝜏‖ ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑄∈𝑄̃

1

|𝑄|𝜏
{ ∑

∞

𝑗=𝑗(𝑄)

[∫
𝑄

2𝑗𝑠𝑝|𝛥𝑗̃(𝑓, 𝑥)|𝑝]

𝑞

𝑝

}

1

𝑞

< ∞} − 

гладкостные пространства типа Никольского-Бесова, ассоциированные с пространством Морри, на 
торе; 
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при 0 < 𝑝 < ∞ 

 𝐹𝑝,𝑞
𝑠,𝜏 ≔ 𝐹𝑝,𝑞

𝑠,𝜏(𝑇𝑑):= 

{𝑓 ∈ 𝑆′:‖𝑓 |  𝐹𝑝,𝑞
𝑠,𝜏‖ ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑄∈𝑄̃

1

|𝑄|𝜏
{∫𝑄 [∑∞

𝑗=𝑗(𝑄) 2𝑗𝑠𝑞|𝛥𝑗̃(𝑓, 𝑥)|𝑞]
𝑝

𝑞𝑑𝑥}

1

𝑝

< ∞} − 

гладкостные пространства типа Лизоркина-Трибеля, асоциированные с пространством Морри, на 

торе; здесь  𝑄 −множество диадических кубов 𝑄 ≔ 𝑄𝑗𝜆 ≔ {𝑥 ∈ 𝑅𝑑 | 2𝑗𝑥 − 𝜆 ∈ [0, 1)𝑑}, 𝑗 ∈

𝑍, 𝜆 ∈ 𝑍𝑑; 𝑗(𝑄) = −𝑙𝑜𝑔2𝑙(𝑄), 𝑄̃ ∶= {𝑄 ∈ 𝑄|𝑄 ⊂ [0, 1)𝑑}. 
Сформулируем основной результат сообщения. 

Теорема.  Пусть  𝜏 ∈ [0, +∞), 𝑠0, 𝑠1 ∈ 𝑅, 𝑝0, 𝑝1  ∈ (0, +∞]  такие , что 𝑠1 < 𝑠0 , 𝑝0 < 𝑝1,  

𝑠0 −
𝑑

𝑝0
= 𝑠1 − 𝑑/ 𝑝1. Тогда  

i) для любого  𝑞 ∈ (0,+∞]  верно непрерывное вложение  

  𝐵𝑝0,𝑞
𝑠0,𝜏

(𝑇𝑑) ↪   𝐵𝑝1,𝑞
𝑠1,𝜏

(𝑇𝑑) 

ii) при условии, что   𝑝1 < +∞ , для любых  𝑞, 𝑟 ∈ (0,+∞] верно непрерывное 

вложение  

  𝐹𝑝0,𝑞0

𝑠0,𝜏 (𝑇𝑑) ↪   𝐹𝑝1,𝑞1

𝑠1,𝜏 (𝑇𝑑). 

 

Замечания. 1. Аналогичная теорема c “естественными” ограничениями на параметры верна для 

пространств  𝑁𝑝,𝑞,𝑢
𝑠 (𝑇𝑑) и  𝐸𝑝,𝑞,𝑢

𝑠 (𝑇𝑑). 2. Сформулированная выше теорема и результат из Замечания 

1 точны в том смысле , что при нарушении условия “связи” между𝑠0, 𝑠1, 𝑝0, 𝑝1 в сторону увеличения 

𝑠1  (или, что равносильно, уменьшения 𝑠0) влечёт нарушение соответствующего вложения. 3. 

Теорема является периодическим аналогом Предложения 4.1 работы [1]. 
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В работе изучается оценка сверху неотрицательной невозрастающей функции и 

пространства 𝐿𝑝(0, 1) через модуль непрерывности переменного приращения 𝜔𝑝,𝛼,𝜓(𝑓, 𝛿). 

Показано, что для приращения функции вида 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 + ℎ𝜑(𝑥)) в оценке модуля 

непрерывности примет вид 𝜔 (𝑓,
𝛿

𝜑(𝛿)
). Также получена условия вложения в пространства 

Лоренца в далеком случае. 

Пусть 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 ≤ 𝛼 < 1,𝜓(𝑥) - слабоколеблющаяся функция. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(0, 1), 
тогда функцию 

 

𝜔𝑝,𝛼,𝜓(𝑓, 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝
0<ℎ≤𝛿

( ∫ |𝑓(𝑥 + ℎ𝑥𝛼𝜓(𝑥)) − 𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝐸ℎ,𝛼,𝜓

)

1

𝑝

(0 < 𝛿 < 1),    (1) 

 

где 𝐸ℎ,𝛼,𝜓 = {𝑥 ∈ (0,1): 𝑥 + ℎ𝑥𝛼𝜓(𝑥) ∈ (0,1)}, назовем модулем непрерывности 

переменного специального вида приращения функции 𝑓 в 𝐿𝑝(0,1). 
Заметим, что Z. Ditzian и V.Totik ([1], стр.) ввели и изучали общий случай, который 

получается при замене в определении (1) функции 𝑥𝛼𝜓(𝑥) на непрерывную на [0,1] 

функцию𝜑(𝑥). 

Ясно, что, при 𝛼 = 0 и 𝜓(𝑥) = 1 имеем 𝜔0,𝑝(𝑓, 𝛿) = 𝜔𝑝(𝑓, 𝛿). 
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