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О существовании и единственности решений одного класса  
сингулярных уравнений смешанного типа 

About existence and unique decisions  
of one class singular equations of the mixed type 

Муратбеков М.Б., Медетбеков Б.М., Игисинов С.Ж. 

Таразский институт Международного казахско-турецкого университета им. А. Ясауи (e-mail: iqisinovsabit@mail.ru) 

Аралас типті сингулярлы дифференциалдық теңдеулердің бір класы қарастырылды. Шенелмеген 
облыс жағдайында шешімнің бар болуы мен жалғыздығы дəлелденді. Сонымен қатар осы шешімнің 
бағалары алынып, шешімді құру əдісі көрсетілді. 

The class of  singular equation of mixed type is considered. For unlimited area the existence and singles of 
solving is proved. Also estimations of this decisions are received. The method of construction of solving is 
expounded. 

 

Формулировка результатов 

Известно, что в случае неограниченной области свойства решений эллиптических уравнений ис-
следованы достаточно полно. В то же время для гиперболических уравнений и уравнений смешанно-
го типа этим вопросам посвящено гораздо меньше работ, а изучение их началось сравнительно не-
давно [1–4].  

Рассмотрим дифференциальное уравнение  

 ),,()()()( yxfuuycuyauuykLu xyyxx   )(),( 2
2 RLyxf  , (1) 

где )( yk  – кусочно-непрерывная, ограниченная функция, 0)( yyk  при 0y  и 0)0( k .   

В дальнейшем предположим, что коэффициенты )(),( ycya  удовлетворяют условию 

i) 0)(,0)( 0  ycya  – непрерывные функции в ),( R . 

Теорема 1. Пусть выполнено условие i). Тогда для уравнения (1) при любой )(),( 2
2 RLyxf   

существует единственное решение )(),( 2
2 RLyxu  . 

Теорема 2. Пусть выполнено условие i). Тогда для любого решения ),( yxu  уравнения справед-
лива оценка 

 
2222

)( fcuycuu yx  , 

где 0c  – постоянное число. 

На  )( 2
0 RC

 положим 

 uuycuyauuykuL xyyxx  )()()(0 . 

Нетрудно проверить, что оператор 0L  допускает замыкание, и обозначим его через L . 
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Вспомогательные леммы и утверждения 

Лемма 2.1. Пусть выполнено условие i). Тогда для всех )(LDu  выполняется неравенство 

 )0(,
22

 cucLu . 

Доказательство. Лемма доказывается точно так же, как лемма 1 работы [1]. 
Далее в этом пункте доказывается существование резольвенты дифференциального оператора 

 )())()()(()( 2 yuycyitatykyuult   

в )( 2
2 RL . Для этого сначала рассмотрим оператор 

 uycyitatykuuEl jt ))()()(()( 2
,  , 

)(  t , определенный на множестве функций, удовлетворяющий следующим требованиям: 

 )(2
0 jCu  , 0)()(  

jj uu . 

Здесь j
  и j

  – правые и левые концы интервалов )1,1(  jjj . 

Лемма 2.2. Пусть выполнено условие i). Тогда при 0  существует непрерывный обратный 

оператор 1
, )(  El jt , определенный в пространстве, и справедливы следующие оценки: 

а)  
2/1

22

1

, 




 c
El jt , б)  

4/1
22

1

,(





 c
El

dy

d
jt ; 

в) 0),(,)(
202

 tlDuutuEl tt  а при 
202

)(0 uuElt t  ; 

г) 0),(,)()()(
2222






  tlDuuyatuycuuEl tt , 

где 0c  – постоянное число, не зависящее от u  и t . 
Доказательство. Повторяя выкладки и рассуждения, использованные в работах [1–4], получаем 

доказательство леммы 2.2. 

Возьмем набор  j  неотрицательных функций из )(0 RC  таких, что  

 12 
j

j , supp  
j

jjj R, . 

Через K  обозначим оператор, определенный равенством 

   

j
jjtj RLffElKf )(,)( 2

1
, . 

Лемма 2.3. Пусть выполнено условие i). Тогда для любой функции )(0 RCf   справедливо сле-
дующее равенство: 

   fBfKfEl jt 
  1

, ,  (2.1) 

где  

   


j
jjtj

j
jjtj fEl

dy

d
fElKffB 1

,
1

, )(2)(  

(суммы без указания пределов берутся по всем целым )j . 

Доказательство. Пусть )(0 RCf  , и рассмотрим действия оператора K  на f : 

   

j
jjtj RLffElKf )(,)( 2

1
, . (2.2) 

Так как )(0 RCf  , то сумма (2.2) конечна. Поэтому следующие вычисления законны: 

    

j
jjtj

j
jjtjjt fEl

dy

d
fElfKfEl 1

,
1

,, )(2)()( . 

Здесь учитывалось, что 12 
j

j . Лемма 2.3 доказана. 

Лемма 2.4. Пусть выполнено условие i). Тогда найдется 0  такое, что 1B . 
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Доказательство. Проведем оценку нормы оператора B  

   










 

j

j

j

jjtj

j

j
jjtj dyfEl

dy

d
fElfB

1

1

2

1
,

1

1

1
,

2

2
)(2)( . 

Здесь мы воспользовались тем, что на  1,1  jjj  только 0,, 11   jjj . Отсюда и в 

силу неравенства Гельдера получаем, что 

  












 


j

jjtjjt fEl
dy

d
fElcfB

2

2

1
,

2

2

1
,0

2

2
)()(24 , 

где  jjc   ,max0 . Из последнего неравенства, пользуясь леммой 2.2, имеем 

 
2

20
2

2 4
1

2
1

11
24 fccfB 












 . (2.3) 

Последнее неравенство при достаточно больших положительных   доказывает лемму. 

Лемма 2.5. Пусть выполнено условие i). Тогда оператор  El t   при достаточно больших 
0  непрерывно обратим и справедливо неравенство 

   11
)( 


  BEKElt . (2.4) 

Доказательство. Оператор )(  BE  ограничен со своим обратным. Поэтому множество 

 )(:)( 0 RCffBEM 
   плотно в )(2 RL . Из равенства (2.4) при )(,)( 0 RCffBE 

   

получаем, что )()( 1 
  tlDBEK  и    


 1)( BEKElt . Отсюда имеем, что 

fBEKy 1)( 
  является решением уравнения   fyElt  . Единственность следует из леммы 

2.2, лемма 2.5 доказана. 
Лемма 2.6. Пусть выполнены условия леммы 2.5, и пусть 0  такое, что 1B . Тогда спра-

ведлива оценка 

     2

2

1
,

2

2

1 )(sup)()(   EltycElty jtj
j

t , (2.5) 

где 1,0 , )(y  — непрерывная функция в R . 

Доказательство. Из представления (2.5) видно, что оператор   1)(   Elty t  ограничен (или 

неограничен) вместе с оператором 1)()( 


  BEKty . Поэтому будем заниматься оценкой нормы 

последнего оператора 1)()( 


  BEKty . Для любого )(2 RLf   имеем 

    


 2

2

1
2

2

1 )()()( fBEKtyfElty t  

     








dyfBEElty

j
jjtj

2

11
, )()(  

    







 
j

j

j j
jjtj dyfBEElty

21

1

11
, )()( . 

Нетрудно проверить, что на )1,1(  jjj  только 0,, 11   jjj . Учитывая это, в силу 

неравенства Гельдера имеем 

     2

2

2

2

1
,

2

2

1 )(sup)(12)( fEltycfElty jtj
j

t  
. 

Лемма 2.6 доказана. 
Лемма 2.7. Пусть выполнены условия леммы 2.6. Тогда справедливы следующие оценки: 

а)   



1

22

1 cElt ;   б)   



2

22

1 cElit t ; 
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в)   



3

22

1 cEl
dy

d
t . 

Доказательство. Согласно лемме 2.6 

      
22

1
,

22

1
,

22

1 sup)(sup)(










  ElcElcEl jt
j

jtj
j

t . 

Отсюда и из леммы 2.2 получаем, что 

   


 cElt
22

1 . 

Далее в силу леммы 2.4 имеем 

       2
22

1
,

22

1
,

22

1 sup)(sup)( cElitcElitcElit jt
j

jtj
j

t 










 . 

Точно так же, пользуясь леммой 2.3, находим 

   



3

22

1 cEl
dy

d
t . 

Лемма 2.7 доказана. 

Доказательство теорем 1-2 

Применяя преобразования Фурье по x  к уравнению (1), получаем: 

 fuycyitatykuuEl yyt

~~))()()((~~)( 2  ,  (3.1) 

где 

 








 dxeyxuyxuFu ixt

tx ),(
2

1
),(~ ; 

 








 dxeyxfyxuFf ixt

tx ),(
2

1
),(

~
. 

Отсюда нетрудно заметить, что задача о решении уравнения (1) перейдет в задачу о решении уравне-
ния (3.1). Следовательно, по лемме 2.5 

     fBEKfElu t
11 ~~    (3.2) 

дает решение уравнения (3.1). 

Теперь, используя обратный оператор 1F , имеем 

   fElFuFyxu t

~~),( 111   .  (3.3) 
Из (3.3), используя свойства преобразования Фурье, получаем, что 

      



 fElFfElFu txttxt

~
,

~ 11112

2
 

    
2 21 1

2
( , )t tl E f l E f t y dt 


 



       

    
2 22 21 1

222 2 2
( , ) supt t

t

l E f t y dt l E f 


 




       . 

Отсюда в силу леммы находим 
 

212
fcu  ,  (3.4) 

где 01 c  – постоянное число. 

Найдем xu : 

   11( ) ( , )x tu F it l E f t y    . 

Далее мы имеем 

      












  ),(

~
)(),,(

~
)( 111122

2
ytfElitFytfElitFdxdyuu txttxtxx  
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     









  


















 dtdyytfElitdtytfElit t
Rt

t

22

22

12

2

2

22

1 ),(
~

sup),(
~

 

   2

2

2

22

1sup fElit t
Rt







. 

Откуда в силу леммы 2.4 

 
2

2
2
2

2

2
fcux  . (3.5) 

Здесь 02 c  – постоянное число. 

Аналогично найдем yu : 

   ),(
~11 ytfEl

y
Fu ty

 



 . 

Тогда можно записать, что 

    







 












  ),(

~
),,(

~ 111122

2
ytfEl

y
FytfEl

y
Fdxdyuu txttxtyy  

      


 















 

























 dtytfEl
y

dtytfEl
y

dtdyytfEl
y ttt

2

2

2

22

1
2

2

1
2

1 ),(
~

),(
~

),(
~

    


















  










 








dydtytfEl

y
dtytfEl

y t
Rt

t
Rt

2
2

22

12

2

2

22

1 ),(
~

sup),(
~

sup  

  2

2

2

22

1sup fEl
y t

Rt











. 

Отсюда и из леммы 2.7 имеем 

 
2

2
2
3

2

2
fcuy  , (3.6) 

где 03 c  – постоянное число, не зависящее от u  и f .  

Находим также uyc )( : 
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~
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2

2
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Так как преобразование Фурье не зависит от y , то справедливо равенство 
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


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~
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~
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Таким образом, учитывая лемму 2.4, имеем 

   2

2

2

22

12

2
)(sup)( fElycuyc t

Rt







; 

 
2

2
2
4

2

2
)( fcuyc  . (3.7) 

Теорема 2 полностью доказана. 
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