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Вековые возмущения в задаче трех тел с массами,
изменяющимися неизотропно в различных темпах

В статье исследована задача трех тел с переменными массами, изменяющимися неизотропно в раз-
личных темпах в общем случае. Из-за неизотропного изменения масс появляются реактивные силы.
Методами теории возмущения получены канонические уравнения вековых возмущений задачи трех
тел с неизотропно изменяющимися массами в различных темпах. Законы изменения масс считают-
ся произвольными. Найдены приближенно-аналитические решения уравнений вековых возмущений
в аналогах второй системы элементов Пуанкаре по методу Пикара. На основе этих решений можно
сделать анализ эволюции аналогов элементов орбиты. Полученные результаты можно использовать
при анализе динамической эволюции тройных гравитирующих систем с неизотропно изменяющимися
массами при наличии реактивных сил.

Ключевые слова: задача трех тел, переменные массы, вековые возмущения, аналоги второй системы
элементов Пуанкаре, метод Пикара.

Введение

Общеизвестно, что реальные космические тела — нестационарные, так как со временем их массы,
размеры, формы и структура распределения масс внутри тел изменяются. Эти процессы особенно ин-
тенсивно происходят в двойных и кратных системах [1–5]. В связи с этим исследуется задача трех тел с
массами, изменяющимися неизотропно в различных темпах. Тела рассматриваются как сферические тела
переменного радиуса со сферическим распределением масс (далее сферические тела).

Следует отметить, что в проблеме трех тел с переменными массами, изменяющимися неизотропно в
различных темпах в общем случае, неизвестно ни одного интеграла. Поэтому рассматриваемая задача
исследуется методами теории возмущения [5–8].

1 Задача трех тел с неизотропно изменяющимися массами
в различных темпах

Рассмотрим систему трех взаимогравитирующих сферических небесных тел T0, T1 и T2 с переменными
массами

m0 = m0(t), m1 = m1(t), m2 = m2(t), (1)

изменяющимися неизотропно в различных темпах (закон изменения масс произвольный) [5]:

ṁ0

m0
6= ṁ1

m1
,

ṁ0

m0
6= ṁ2

m2
,

ṁ1

m1
6= ṁ2

m2
. (2)

Исходя из уравнения Мещерского [9], запишем уравнения движения задачи трех тел с переменными
массами при наличии реактивных сил в абсолютной системе координат:

mj
~̈Rj = grad~RjU + ṁj

~Vj , U = f

(
m0m1

R∗01

+
m0m2

R∗02

+
m1m2

R∗12

)
,

где ~uj — абсолютная скорость отделяющихся частиц;

~Vj = ~uj − ~̇Rj 6= 0, ∀ ~Vj , j = 0, 1, 2, (3)
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— относительная скорость отделяющихся частиц; ~Rj — радиус-вектор центра сферических тел; ~R∗ij —
расстояние между центрами сферических тел; f — гравитационная постоянная. Следуя Л.Г. Лукьянову
[4], будем считать, что реактивные силы приложены к центру соответствующих сферических тел. Обычно
в наблюдательной астрономии для конкретных небесных тел определяются законы изменения масс (1)–
(2) и относительные скорости отделяющихся частиц (3). Поэтому будем считать, что величины (1), (3)
известные.

2 Уравнения вековых возмущений двухпланетной задачи трех тел с неизотропно изменяющимися
массами в различных темпах

Отметим, что уравнения движения в относительной системе координат, в координатах Якоби, в оску-
лирующих элементах апериодического движения по квазиконическому сечению, в аналогах элементов
Якоби и Делоне приведены в работе [6].

Далее исследование уравнений вековых возмущений сводится к решению следующей системы неавто-
номных дифференциальных уравнений:

ξ̇i =
∂R∗iвек
∂ηi

; ṗi =
∂R∗iвек
∂qi

;

η̇i = −∂R
∗
iвек

∂ξi
; q̇i = −∂R

∗
iвек

∂pi
,

(4)

где R∗iвек – возмущающие функции [6–8]; ξi, ηi, pi, qi — аналоги второй системы элементов Пуанкаре
[5]. В настоящей работе в разложении в ряд возмущающей функции сохранены слагаемые с точностью
до второй степени включительно малых величин m1, m2, e1, e2, i1, i2 [6–8]. Таким образом, в аналогах
второй системы элементов Пуанкаре вековые выражения для R∗1век, R∗2век имеют вид [7, 8]

R∗1век =
1

γ2
1

· β̃4
1

2µ10Λ2
1

+ F01 + F12век1 + Fρ1век + Φ1век;

R∗2век =
1
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2

· β̃4
2
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2
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(5)
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√
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ṁ0

m0

~V0 6= 0, ~F2 =

(
ṁ2
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6= 0.

Анализ формул (4)–(5) показывает, что уравнения вековых возмущений при наличии реактивных сил
в случае неизотропного изменения масс не расщепляются на две системы относительно элементов ξi, ηi и
pi, qi.

Основной целью настоящей работы является выявить явный вид уравнений (4) и методом Пикара
найти их приближенные аналитические решения. На основе этих решений получить явный вид уравнений
аналогов элементов орбиты.
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3 Каноническая система уравнений вековых возмущений в аналогах
второй системы элементов Пуанкаре

Уравнения вековых возмущений для эксцентрических элементов ξi, ηi имеют вид

ξ̇1 =
∂F ∗1век
∂η1

; η̇1 = −∂F
∗
1век

∂ξ1
;

ξ̇2 =
∂F ∗2век
∂η2

; η̇2 = −∂F
∗
2век

∂ξ2
,

(6)

где

F ∗1век(ξi, ηi, pi, qi, t) = F (ξi, ηi) +K6(η1p1 − ξ1q1);

F ∗2век(ξi, ηi, pi, qi, t) = F ′(ξi, ηi) +K ′6(η2p2 − ξ2q2);

F (ξi, ηi) = K0 +K1(ξ2
1 + η2

1) +K2(ξ2
2 + η2

2) +K3(ξ1ξ2 + η1η2) +K4ξ1 +K5η1;

F ′(ξi, ηi) = K ′0 +K ′1(ξ2
1 + η2

1) +K ′2(ξ2
2 + η2

2) +K ′3(ξ1ξ2 + η1η2) +K ′4ξ2 +K ′5η2.

Следует отметить, что задача становится еще сложнее из-за изменения масс неизотропно и, соответ-
ственно, добавления реактивной силы. В связи с этим в данной подстановке появляются новые величины,
которые имеют вид

K4 = −3a1F1x(t)γ1(t)

2ψ1

√
Λ1

; K5 =
3a1F1y(t)γ1(t)

2ψ1

√
Λ1

; K6 =
3a1F1z(t)γ1(t)

2ψ1Λ1
;

K ′4 = −3a2F2x(t)γ2(t)

2ψ2

√
Λ2

; K ′5 =
3a2F2y(t)γ2(t)

2ψ2

√
Λ2

; K ′6 =
3a2F2z(t)γ2(t)

2ψ2Λ2
,

а величины K0, K1, K2, K3, K ′0, K ′1, K ′2, K ′3 получены в работе [8]:
Уравнения вековых возмущений для облических элементов pi, qi определяются следующим обра-

зом [8]:

ṗ1 =
∂F̃ ∗1век
∂q1

; q̇1 = −∂F̃
∗
1век

∂p1
;

ṗ2 =
∂F̃ ∗2век
∂q2

; q̇2 = −∂F̃
∗
2век

∂p2
,

(7)

где
F̃ ∗1век(ξi, ηi, pi, qi, t) = ψ∗1F (p1, q1) +K6(η1p1 − ξ1q1);

F̃ ∗2век(ξi, ηi, pi, qi, t) = ψ∗2F (p1, q1) +K ′6(η2p2 − ξ2q2);

F (pi, qi) = K∗1 (p2
1 + q2

1) +K∗2 (p2
2 + q2

2) +K∗3 (p1p2 + q1q2);

ψ∗1 = −fm1m2ν0B1

8ψ1
; ψ∗2 = −fm1m2ν0B1

8ψ2
; K∗1 =

1

Λ1
; K∗2 =

1

Λ2
; K∗3 = − 2√

Λ1Λ2

.

4 Приближенно-аналитическое решение уравнений вековых возмущений в аналогах второй системы
элементов Пуанкаре по методу Пикара

Запишем в явном виде систему уравнений (6)–(7):

ξ̇1 = K5 +K6p1 + 2K1η1 +K3η2; η̇1 = K4 −K6q1 + 2K1ξ1 +K3ξ2;

ξ̇2 = K ′5 +K ′6p2 + 2K ′2η2 +K ′3η1; η̇2 = K ′4 −K ′6q2 + 2K ′2ξ2 +K ′3ξ1;
(8)

ṗ1 = −K6ξ1 + 2ψ∗1(t)

(
q1

Λ1
− q2√

Λ1Λ2

)
; q̇1 = K6η1 + 2ψ∗1(t)

(
p1

Λ1
− p2√

Λ1Λ2

)
;

ṗ2 = −K ′6ξ2 + 2ψ∗2(t)

(
q2

Λ2
− q1√

Λ1Λ2

)
; q̇2 = K ′6η2 + 2ψ∗2(t)

(
p2

Λ2
− p1√

Λ1Λ2

)
.

(9)
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Используя метод Пикара, напишем решения уравнений (8), (9) в следующем виде:

3k (t) =3k (t0) +

∫ t

t0

Π∗∗i (t,3k (t0))dt, (10)

где Π∗∗i (t,3k) — правые части уравнений (8), (9); 3k — элементы ξi, ηi, pi, qi; 3k0=3k (t0) — их значения
в начальный момент времени.

Решения уравнений (10) позволяют анализировать эволюцию аналогов эксцентриситетов ei, наклоне-
ний ii, аргумента перицентров ωi и движения долготы восходящих узлов Ωi, долготы перицентров πi:

e2
i =
32
ξi

+ 32
ηi

Λi
; sin2 ii =

32
pi + 32

qi

Λi
;

Ωi = −arctg3qi
3pi

; πi = −arctg3ηi
3ξi

; ωi = πi − Ωi; i = 1, 2.

Следует отметить, что все вычисления были проделаны с применением системы аналитических вы-
числений Mathematica [9].

Заключение

В работе рассмотрена задача трех взаимогравитирующих сферических небесных тел с переменными
массами, изменяющимися неизотропно в различных темпах в общем случае. Впервые получена система
из восьми уравнений вековых возмущений первого порядка в аналогах второй системы элементов Пуан-
каре при наличии реактивных сил. Найдены приближенно-аналитические решения уравнений вековых
возмущений в аналогах второй системы элементов Пуанкаре по методу Пикара. На основе этих решений
можно провести анализ эволюции аналогов элементов орбиты.

Результаты настоящей работы можно использовать при анализе динамической эволюции тройных
гравитирующих систем с неизотропно изменяющимися массами при наличии реактивных сил.
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М.Д. Минглибаев, Г.М. Маемерова, Ж.Ү. Иманова

Массалары әр түрлi қарқында изотропсыз өзгеретiн үш дене
есебiндегi ғасырлық ұйытқулар

Мақалада массалары әр түрлi қарқында изотропсыз өзгеретiн үш дене мәселесi жалпы жағдайда қа-
растырылған. Mассаның изотропсыз өзгеруiнен реактивтi күштер пайда болады. Ғасырлық ұйытқу
теориясының әдiстерiмен массалары әр түрлi қарқында изотропсыз өзгеретiн үш дене мәселесiнiң
канондық ғасырлық ұйытқу теңдеулерi алынды. Денелердiң массалары кез келген заңдылықпен өз-
гередi. Пикар әдiсiнiң көмегiмен Пуанкаре элементтерi аналогтарының екiншi жүйесiнде ғасырлық
ұйытқу теңдеулерiнiң жуық аналитикалық шешiмдерi табылды. Бұл шешiмдердiң негiзiнде орбита
элементтерi аналогтарының эволюциясы сипатталды. Алынған нәтижелердi реактивтi күштер аясын-
да изотропты емес массалары бар динамикалық үш гравитациялық жүйелерiн талдауда қолдануға
болады.

M.D. Minglibayev, G.M. Mayemerova, Zh.U. Imanova

Secular perturbations in the three-body problem with masses
changing anisotropically at the different rates

In this article we investigate the three-body problem with variable masses changing non-isotropically at the
different rates in the general case. In this case due to non-isotropically mass changes appear reactive forces.
Using the methods of the perturbation theory are obtained the canonical equations of secular perturbations
of the three-body problem with masses changing non-isotropically at the different rates. The mass change
laws are considered arbitrary. Using Picard’s method in the analogues of the second system of the Poincare
elements are found approximate analytical solutions of the equations of secular perturbations. On basis of
these solutions is possible to do the analysis of the evolution of the analogues elements of the orbit. It can
be used in the analysis of the dynamical evolution of triple gravitating systems with varying anisotropic
reactive in the presence of the masses forces.
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