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Условия принадлежности тригонометрических рядов с положительными 
коэффициентами к весовым пространствам  

В статье получено необходимое и достаточное условие принадлежности синус-рядов с положитель-
ными коэффициентами к весовым пространствам. Доказаны необходимые условия принадлежности 
тригонометрических рядов к весовым пространствам. Получено обобщение теоремы Хард-Литтлвуда 
о тригонометрических рядах с монотонными коэффициентами для класса числовых последовательно-
стей RBSVS. 
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Пусть ( )W x — неотрицательная 2 -периодическая функция на (0, ).  

Через , (0, )p WL   обозначим пространство всех измеримых по Лебегу 2 -периодических функ-

ций f, для которых  
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Будем считать, что функция ( )W x  удовлетворяет pA -условию [1] ( ),pW A  если  
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Множество всех числовых последовательностей  na  таких, что 0, ,na n   обозначается 

через .MS  Положительная числовая последовательность  na  называется квазимонотонной, если 

0   такое, что 0, .na
n

n     Множество квазимонотонных последовательностей обозначается 

через QMDS  [2]. 
B.Szal [2] определил класс числовых последовательностей RBSVS  (rest bounded second variation 

sequence). 
Определение. Нулевая последовательность неотрицательных чисел   ,nc RBSVS  если 0K   
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для любых натуральных n.  
Известно, что ,MS QMDS MS RBSVS   и QMDS RBSVS  [2]. 
В теории одномерных тригонометрических рядов важное значение имеет теорема Харди-

Литтлвуда о рядах с монотонными коэффициентами.  
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Теорема. Пусть 0, .na n   Для того чтобы тригонометрический ряд  
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был рядом Фурье некоторой функции , 1 ,pf L p     необходимо и достаточно, чтобы  
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Аналог теоремы Харди-Литтлвуда для функций из пространства ,p WL  (в случае 

( ) sin , 1 1),W x x p
       коэффициенты Фурье которых квазимонотонны, доказали Р. Аскей и С. 

Вейнгер [3]. Т.М. Вуколова [4] обобщила теорему Харди-Литтлвуда для рядов с кратно-
монотонными коэффициентами. Результаты Т.М.Вуколовой нами обобщены на степенные [5] и об-
щие весовые пространства [6]. А в работе [2] B. Szal получил аналог теоремы Харди-Литтлвуда для 
рядов с коэффициентами из класса ܴܸܵܵܤ.  

Нами получено обобщение результата B.Szal для общих весовых пространств. 
В дальнейшем через C  будем обозначать положительные постоянные, вообще говоря, различ-

ные в разных формулах. А запись ( ) ( )A B   означает, что существуют положительные постоян-

ные 1 2,c c  такие, что 1 2( ) ( ) ( ).c A B c A      
Теперь приведем полученные нами результаты.  
Теорема 1. Пусть ( ) ,pW x A 1 ,p    и 0n   и n  являются синус-коэффициентами Фурье 

функции .  
1) Условие  
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необходимо для того, чтобы , .p WL  

2) Если ( ) ( ) ( ), , (0, )W xy W x W y x y     условие (*) достаточно для того, чтобы , .p WL  

Доказательство. Необходимость. Пусть ,p WL  и  
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Поэтому  
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Достаточность. Пусть  
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Для любого натурального N получим 
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Каждое слагаемое правой части неравенства (2) оценим по отдельности:  
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Для второго слагаемого получим  
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Теперь в силу (3) и (4) из (2) имеем  
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Из произвольности N и условия (1) получим, что , .p WL  
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Замечание 1. В случае ( ) pW t t  из теоремы 1 следует теорема 7 работы [7]. 

Теорема 2. Пусть ( ) ,pW x A 1 .p    Если λ 0n   и 
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Доказательство. Пусть ,( ) , 1 и φ( ) .p p WW x A p x L      Положим  
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Если ,φ( ) ,p Wx L  то по неравенству Харди [1] 
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Отсюда  
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Замечание 2. В случае ( ) pW t t  из теоремы 2 следует теорема 8 работы [7].  

Теорема 3. Пусть ( ) , 1 ,pW x A p     и ( ) ( ) ( ), , (0, ).W xy W x W y x y     Если ( ) ,f x L  
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Доказательство. Пусть 
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Отсюда получим сходимость ряда  
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2 ( )sin ,
p

W x
p

x

f x x L  т.е. ,( ) .p Wf x L  

Замечание 3. В случае ( ) pW t t  из теоремы 3 следует теорема 9 работы [7].  

Теорема 4. Пусть функция 1(0, )f L   имеет ряд Фурье 
1

( )cos ,n
n

f nx




  где  ( ) .n f RBSVS   

Если ( ) , 1 ,pW x A p     и ( ) ( ) ( ), , (0, ),W xy W x W y x y     то , (0, )p Wf L   тогда и только то-

гда, когда  

 
1

1

( ) ( ) .
n

p

n
n

n

n f W x dx





 


      

При этом имеет место соотношение 

 

1

,
1

1

( ) ( ) .

p
n

p

np W
n

n

f C n f W x dx




 


 
   
 
 

   

Доказательство. Достаточность. По теореме 3, если  

2
1

1

( ) ( ) ( ) ,
p n

k k
n k n

n

n f f W x dx



 


  



 
      

 
    

то ,( ) .p Wf x L  Так как  λ ( ) ,n f RBSVS  то  
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2( ) ( ) .k k n
k n

f f C





      

Поэтому  

  2
1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
pn n

p

n k k
n n k n

n n

n f W x dx C n f f W x dx

 

  


   

 

 
        

 
     

Следовательно, ,( ) .p Wf x L  

Необходимость. Пусть ,( ) .p Wf x L  Если  λ ( ) ,n f RBSVS  то  

  2 2 1

( )
( ) ( ) .k

n n
k n

f
C f f

k







      (5) 

Тогда по теореме 2, в силу (5), получим 

1

1

1

( ) ( )
p n

k
n k n

n

n k f W x dx



 


  


 
   

 
     2 2 1

1

1

( ) ( ) ( ) .
n

p

n n
n

n

C n f f W x dx






 



       

Теперь в интеграле сделаем замену переменного 2 .x t  Тогда .
2 2 2

t
n n

 
 


 Применяя нера-

венство   , 0, 0, 1,
p p pa b a b a b p       из последнего неравенства получим  

1

1

1

( ) ( )
p n

k
n k n

n

n k f W x dx



 


  


 
   

 
    

   
2 2

2 2 1
1 1

2 2 2 2

( ) (2 ) ( ) (2 )
n n

p p

n n
n n

n n

C n f W t dt C n f W t dt

 

 


  

 

            

    
2 2

2 2 1
1 1

2 2 2 2

2 ( ) (2 ) (2 1) ( ) (2 )
n n

p p

n n
n n

n n

C n f W t dt C n f W t dt

 

 


  

 

           . 

Воспользовавшись неравенствами , ,
2 2 2 1 2 1 2n n n n

   
 

  
 получим  

1

1

1

( ) ( )
p n

k
n k n

n

n k f W x dx



 


  


 
   

 
    

   
2 2 1

2 2 1
1 1

2 1 2 2

2 ( ) (2 ) (2 1) ( ) (2 ) .
n n

p p

n n
n n

n n

C n f W t dt C n f W t dt

 
 


  

 

             

Так как функция ( )W t  удовлетворяет условию ( ) ( ) ( ), , (0, ),W xy W x W y x y     то получим 

( )
(2 ) .

1

2

W t
W t

W


 
 
 

 Поэтому имеем  

1

1

1

λ ( ) ( )
p n

k
n k n

n

n k f W x dx



 


  


 
  

 
     
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   
2 2 1

2 2 1
1 1

2 1 2 2

2 ( ) ( ) (2 1) ( ) ( )
n n

p p

n n
n n

n n

C n f W t dt C n f W t dt

 
 


  

 

             

 
1

1

( ) ( ) .
n

p

n
n

n

C n f W x dx











     

Теорема доказана.  
Замечание 4. В случае 1)( tW  из теоремы 4 следует лемма 6 работы [2]. 
Замечание 5. Теоремы 2–4 анонсированы в работе [8].  
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Ғ.Ақышев, С.Бітімхан 

Оң коэффициентті тригонометриялық қатарлардың салмақты  
кеңістікте жату шарттары   

Мақалада оң коэффициентті синус-қатарлардың салмақты кеңістікке тиісті болуының қажетті жəне 
жеткілікті шарты алынды. Сондай-ақ тригонометриялық қатарлардың салмақты кеңістікке тиісті 
болуының қажетті шарттары дəлелденді. Монотонды коэффициентті тригонометриялық қатарлар ту-
ралы Харди-Литтлвуд теоремасының RBSVS сандық тізбектер класы үшін жалпыламасы алынды. 

 

G.Akishev, S.Bitimkhan  

Conditions for membership of trigonometric series with positive  
coefficients to the weighted space 

A necessary and sufficient condition for a sine series with positive coefficients in weighted spaces was ob-
tained. The necessary conditions for membership trigonometric series in weighted spaces were proved. 
A generalization of Hardy-Littlewood theorem for trigonometric series with monotone coefficients for the 
class of numerical sequences RBSVS was obtained. 
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Первая краевая задача для уравнения теплопроводности  
с нагрузкой дробного порядка I 

В статье рассмотрена первая краевая задача для нагруженного уравнения теплопроводности в четвер-
ти плоскости. Нагруженное слагаемое — след производной дробного порядка на многообразии .x t  
Решение задачи сводится к исследованию особого интегрального уравнения Вольтерра второго рода с 
несжимаемым ядром. Решение характеристического уравнения методом регуляризации показало, что 

особое интегральное уравнение Вольтерра имеет непустой спектр при 1 1.2     Доказана теорема о 

существовании нетривиального решения однородной краевой задачи в неограниченной области.  

Ключевые слова: нагруженное уравнение, дробная производная, особое интегральное уравнение Воль-
терра, нетривиальное решение. 

 
В работе [1] отмечено, что за последние 35 лет появилось значительное число публикаций, про-

блемно-ориентированных на нагруженные уравнения, и об этом свидетельствует, например, то, что 
на запрос о нагруженных уравнениях на поисковом российском сервере «Яндекс» нашлось 163 
тысячи ответов, на поисковом международном сервере «Yahoo» — 699 тысяч ответов. Значительную 
роль в развитии теории нагруженных уравнений играет и то, что они могут выступать как один из 
способов введения обобщенных решений широких классов уравнений в частных производных и как 
эффективный метод поиска приближенных решений краевых задач для дифференциальных уравне-
ний. Там же показано, что базовые уравнения линейных математических моделей многих процессов 
на фрактальных структурах являются нагруженными дифференциальными уравнениями дробного 
порядка. 

Дифференциальные уравнения с частными производными дробного порядка — обобщения 
уравнений с частными производными целочисленного порядка  имеют большое практическое значе-
ние, например, такие уравнения являются математическими моделями различных процессов и явле-
ний в средах с фрактальной структурой. При описании процессов в системах, для которых необходи-
мо учитывать нелокальные свойства по времени и пространству, необходим аппарат дробного интегро-
дифференцирования [2]. При этом существенно то, что в рамках математического аппарата интегро-
дифференцирования дробного порядка удается не только более глубоко осознать известные данные, 
но и получить принципиально новые результаты. 

В монографии [3] нагруженные дифференциальные уравнения интерпретируются как слабые 
или сильные возмущения дифференциальных уравнений. В [4–7] показано, что если в дифференци-
альном уравнении параболического типа нагруженное слагаемое — значение искомой функции или 
ее производных  первого порядка на многообразии ,x t  то  соответствующие краевые задачи явля-
ются корректными в естественных классах функций, т.е. нагруженное слагаемое — слабое возмуще-
ние. Если же нагруженным слагаемым является значение производной второго порядка искомой 
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