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Мақалада қалыңдығы тұрақсыз  үш қатпарлы пластинаның жуық шамадағы тербелісінің көлбеу 
теңдеуін, белгілі бір шарттарды қоя  отырып, анықтау мəселесі қарастырылған. Осы есептің шамасына 
қарай үш шеткері шарттар негізінде əр түрлі типті үш өлшемді дененің бетінде шектеулі шарттар 
қойылған. 

Obtain the frequency equation of natural vibrations of the plate layer are the main elements of the seismic 
stability of building structures. The problem is solved by the method of obtaining the approximate frequency 
equations based on the decomposition method. 

 
Материалы, используемые в строительных конструкциях, обладают упругими и вязкоупругими 

свойствами, анизотропными, многослойными и другими механическими характеристиками. 
Плоские элементы являются составляющими многих конструкций. Построение общих и при-

ближенных уравнений колебания различного вида плоских элементов представляет актуальную про-
блему в разработке теоретических основ расчета строительных конструкций и строительства в целом. 
К ним относятся задачи совершенствования моделей нестационарного характера конструкций и их 
элементов, материалы которых проявляют сложные механические, реологические свойства, прису-
щие различным строительным конструкциям, при влиянии различных внешних факторов [1, 2]. 

Пусть имеется трехслойная безграничная в плане пластинка из вязкоупругого материала, причем 
срединная составляющая толщиной 02h , а верхняя и нижняя составляющие толщиной  1 0h h  и со-

стоят из одного и того же материала. [3, 4] 
Такую трехслойную пластинку будем считать слоистой средой той же структуры, при этом па-

раметры материала среднего слоя обозначим индексом «0», а параметры верхнего и нижнего слоя — 
индексом «1». 

Зависимости между   и   в слоях примем в виде больцмановских интегральных соотношений 
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где операторы  lL  и  lM  равны 
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 klf t – ядра вязкоупругих операторов; ,l l   – упругие постоянные. 

Введем потенциалы  l  и   l


 продольных и поперечных волн: 

      l l lU gead rot   
 

, (3) 

при этом векторный потенциал   l


удовлетворяет условию слоеной дальности 

   0ldiv 


, (4) 
уравнения движения материала слоев принимают вид 
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При формулировке граничных условий будем предполагать, что в плоскости раздела неоднород-
ности слои находятся в жестком контакте, а верхняя и нижняя поверхности плоские. 

В общем случае трехслойной пластинки выкладки для вывода общих и приближенных уравне-
ний ее колебания весьма громоздки, однако для такой пластинки имеет место как чисто продольное, 
так и чисто поперечное колебание. 

Продольные колебания возникают в том случае, если функции внешних усилий удовлетворяют 
условиям 
  ; ,z z z jz jz jzf f f f f f j x y         , (6) 

при этом искомые функции       0 0 0
1 1 1, ,U V W  для внутреннего слоя обращаются в нуль, в силу симмет-

рии колебания относительно  оси  ,z  т.е. 

      0 0 0
1 1 1 0U V W   . (7) 

Для трех оставшихся искомых функций       0 0 0, ,U V W  для внутреннего слоя имеем три гранич-

ных условия на верхней или нижней поверхности при  1z h  .  

Вместо искомых функций     0 0,U V  удобно ввести потенциалы   и   по формулам 
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и для  ,  1, w   получим систему интегро-дифференциальных уравнений 

       0 1
1 2 1 , , ;zw M f x y z      

     0 1
3 4 1 ;yzxz

ff
w M

x y
  

        
 (9)  

   1
3 1 ,yzxz

ff
M

y x
  

      
 

где операторы  j  имеют вид 
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При продольном колебании за основные неизвестные, или искомые функции, как мы уже отме-
чали, берутся потенциалы   и  . Для потенциала   имеем третье уравнение в (9), а из первых двух 
для потенциала   получим уравнение 
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причем  0w  выражается через   одного из первых двух уравнений. Уравнения (10) являются общи-
ми уравнениями общего колебания трехслойной пластинки. 

Из этих уравнений можно получить приближенные уравнения, ограничиваясь в суммах операто-
ров j  конечным числом первых слагаемых. Например, ограничиваясь первыми слагаемыми, полу-

чим приближенные уравнения (для простоты при 0z xz yzf f f   ) 
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, 

которые для упругой пластинки без правой части принимают вид 
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Уравнения (11) или (12) являются приближенными уравнениями продольного колебания трех-
слойной пластинки и обобщают модель плоского обобщенного напряженного состояния для трех-
слойной пластинки постоянной толщины. 

Из уравнения (12) следует, что скорости продольных и поперечных волн для такой пластинки в 
нулевом приближении равны 
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Аналогично можно получить приближенные уравнения, обобщающие (8). 
Поперечные колебания относятся к несимметричным, или антисимметричным, колебаниям и 

возникают в том случае, если функции внешних усилий удовлетворяют условиям 
  ; ; ,z z z jz jz jzf f f f f f j x y          , (14)  

при этом искомые функции 

      0 0 0 0U V W   , (15) 

и для оставшихся      0 0 0
1 1 1, ,U V W  получаем систему уравнений. 

Взяв за основную неизвестную величину поперечное смещение  0
1W  точек срединной плоскости 

0z   для  0
1W , получим уравнение 

       0 1 1
1 4 2 3 1 3 1 1 1

yzxz
z

ff
K K K K W K M f K M

x y
               

.  (16) 

Если в суммах левой части уравнения (16) оставить первые два слагаемых, то получим прибли-
женное уравнение 

  
     

  
0 0 02 4 2

01 21 1 1
1 0 0 1 1 0 1 2 3 12 4 2

W W W
M h h h A A A W

t t t
      
                       

 

  1 1
1 1 1, , .yzxz

ff
M f x y t h M

x y
   

         
 (17) 

Уравнение (17) является приближенным уравнением поперечного колебания трехслойной пла-
стинки. 
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