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Весовое неравенство типа Харди 

В статье получены необходимые и дополнительные условия на весовые функции для выполнения ве-
сового неравенства типа Харди. Установлены непрерывность и компактность вложения весовых про-
странств. Дан критерий компактности вложения. Приведены некоторые основополагающие леммы, 
используемые при доказательстве основных теорем. 
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Данная работа представляет собой дополнение результатов работы [1]. Получены необходимые 
и достаточные условия на весовые функции , ,r  , при которых справедливо неравенство 

 q p p
rf c f f    (1) 

при p q   . При этом для наименьшей константы c  найдены двухсторонние оценки, совпадаю-
щие по порядку. Дан критерий компактности оператора вложения, соответствующего (1). Отметим, 
что неравенство (1) при 0   переходит в обобщенное неравенство Харди (в дифференциальной 
форме) [2]. Неравенство (1) при 1 , 1 p q   , рассмотрено К.Т.Мынбаевым [3, 4]; при 1 , 

2p q  , — Е.Т.Сойером [5–7]; при 1 p q    — Р.Ойнаровым и М.Отелбаевым [8], а при
1 p q   ,1 q p    — в общих ситуациях Р.Ойнаровым [7]. Подобные неравенства для мат-
ричных операторов рассмотрены в работах Ж.Тасмагамбетовой и А.Темирхановой [9–11]. 

Пусть  , ;p pW W y     — пространство, полученное замыканием множества финитных, абсо-

лютно непрерывных на  , , ,J a b a b        функций  f f AC J  
 


по норме 

, 1 ;
pW p p

f f f p


        p pL L J  — пространство измеримых на J  функций ,f  для ко-

торых конечна норма 

 

 

1/

при 1 ;

sup при ;

p
p

J
p

x J

f x dx p
f

rai f x p


 
      
  



 , ,s r sL L r J  — пространство измеримых на J  функций t  с конечной нормой 

,
, 1

s r s
f rf s   . 

Будем считать, что , , r   — заданные весовые функции, определенные на интервале 

 , , ,J a b a b        удовлетворяют на этом интервале следующим требованиям: 

       
       

1
10 , ;

0 , 0 .

loc loc

loc loc

x L J x L J

x C J r x C J


    

    
(2) 

Введем в рассмотрение следующие величины, характеризующие локальное поведение весовых 
функций: 

       1 1, sup 0 : , , ;
x yx

x d x

x y d d d x d x y J


 



               
  

   

 
 

     
 

1

, ,

sup 0: sup 1, , ;
x d

x x d t x d x x d

d x d t d x x d J


 

    

           
  

  
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    ,d x x d x  .

Обозначим              , , ; , ; , .x x d x x d x x x x x d x x x x x d x                               
Лемма 1. Имеет место неравенство 

 

 

 
 

 

   1 12
y d y x d x

y d y x d x

d d y x

 

 

 
 

 

          . (3)

Лемма 2. Функции        ,x x d x x x d x          непрерывны и монотонно возрастают 

в J , при этом 

 

   
 

   lim ; lim
x a x b
x b x a

x a b x b a 

 
 

    . 

Лемма 3.  locf AC J   справедлива оценка 

 
 

 
 

 
   

 
   1sup sup sup

t x t x t xx

f t d rai t f t t f t

  

         
 

 . (4)

Лемма 4. Пусть  ;   — ограниченный отрезок из  ,J a b . Тогда справедливость неравенства 

   , ,L L
rf c f

    
   для всех , ,f AC f AC

                 

 
 эквивалентна условию 

   

   

1

1

sup ;

sup ,

x

x

x x

A r x d

A r x d



  




 

     

 
       

 




(5) 

где ,AC    
 


 — пространство абсолютно непрерывных функций  f x  таких, что   0f   , 

а ,AC    
 


 — пространство функций    locf x AC J  с   0f   . При этом для наименьшей кон-

станты C  имеет место оценка 1 2C A C C A  , где 1 2,C C  не зависят от весовых функций. 

Лемма 5. Существует не более чем счетное множество точек  ix  таких, что 

   ,i i i i
i

U x d x x d x J      , причем    1 1 .i i i ix d x x d x 
     

Рассмотрим условия выполнения неравенства 

 .rf c f f
  

    (6)

Введем функцию      
 

   
 

1 1sup sup .

x d xz

x z x x z x zx d x

x r z d r z d

  

 
  



 

   

           

Теорема 1. Пространство W  вложено в ,rL  тогда и только тогда или неравенство (6) выполне-

но тогда и только тогда, когда 
 sup .

x J
x


     (7)

При этом для нормы оператора вложения ,: rE W L    справедлива оценка 
1 .c E c     (8)

Доказательство. Необходимость. Пусть ,rW L   , тогда 

 
,rL W

f c f f W
 


   , (9)

где c E . Пусть      , xx J x x x      . Для каждого фиксированного ,z x x    по-

строим функцию  ,x zf t  следующим образом: 
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 

   
 

 
 

 
 

   
 

 
 

1

1
,

1 1 1

0, ;

, ;

, ;

, .

x

t

x d x

z

x z

x d x

x d x x d xz

x tx d x

t

d x d x t z

f t d z t x

d d d x t x d x

  

  

     

  

   



 



 

     





      

      


 
             
 





  

Оценим нормы 
,

, ,, .
r

x z x zL W
f f

 

 


 Из определения функции ,x zf   следует, что 

   
 ,

1
, sup .

r

z

x z L
x z x

x d x

f r z d


  

 

  

      (10) 

Теперь вычислим норму  , , , .x z x z x zW L
L

f f f
 



  



     Для этого предварительно покажем право-

мерность некоторых неравенств. На основании леммы 1 имеем 

 
 

 
 

   1 1 1 12 ;

x d xx x x

xx xx d x

d d d d

    

   



   



                 

 
 

 
 

   1 1 1 13 ;
z x z x

xxx d x x d x

d d d d

 

     

   

 

                 

 
 

 1 1

x d x x

x x

d d

  


         .

Пользуясь этими неравенствами, мы можем произвести вычисление норм: 

   
 

 
 

 1 1
, max 1,0, max 1,3 3

x d xz

x z
L xx d x

f d d

  

  



  



            
  

  . 

             

   

1 1 1 1
,

1

max sup , sup , sup

max 1,1,3 3.

t z t x

x z L z t xx t z x t x xx x x

x

t

f t d t d t d d

d



    



    

    



                        
     


   


Таким образом, 

, 16 .x z W
f C






    (11) 

Теперь, подставляя найденные значения норм (10), (11) в (9), получим 

   
 

1 1
1 sup .

z

x z x
x d x

C r z d C


  

 

  

      (12) 

Для ,z x x    определим функцию  ,x zf t  следующим образом: 
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 

   
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

1

1 1 1

,
1

1

0, ;

, ;

, ;

, .

x

x d x x t

z x d x x d x

x d xx z

z

x d x

t

t

d d d x d x t x

f t

d x t z

d z t x d x

  

     

  

  




     

 








   




 
             
 
  

     



      


  




Оценим нормы 

,
, ,и

r
x z x zL W

f f
 

 


. 

По определению функции  ,x zf t  

   
 

, sup .

x d x

x z L
x z x z

rf r z d

  







 
    (13)

На основании леммы 1 получим 

   , max 3,1 3x z
L

f


    . 

Действительно, из  x x   следует, что 

 
 

 
 

 

 
1 12

x d x x d x

x d xx d x

d d

    

  

 
 



       
или 

 
 

   1 1 12

x d x x x

x x x

d d d

  


  



               .

Отсюда 

 
 

   
 

 1 1 1 13 ;

x d x x d xx x

z z x x

d d d d

     


 

 

                    
 а 

 
 

 1 1
x x

xx d x

d d
  

 



        .

С помощью этих неравенств оценим и вторую норму, тем самым имеем 

 , , , 13 3 6 .x z x z x zW L
L

f f f C
 



  



        (14) 

Подставляя (13), (14) в (9), приходим к соотношению

   
 

1 1
1 sup .

x d x

x t x z

C r z d C

  





 

 
    (15)

Объединяя (15) с (12), получим 

         1 1 1

1 1 12 2 sup 2 .
x J

C x C x C C E
  


         (16) 

Необходимость доказана. 
Достаточность. Пусть  . Для любой функции 

  , ,f t W t x x
     ,
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            

          

sup sup

sup sup .

x t x x t x

x t x x t x

r t f t r t f t f x f x

r t f t f x r t f x

 

 

 

   

 

   

   

  
(17) 

При t x  функция      0f t f x  . Тогда в силу леммы 4 имеем

              

     

1

2

sup sup sup

sup ,

x

x t x x t x x t xx

x t x

r x f t f x r t d rai t f t

C x rai t f t

  




 

     

 

       

   

 

т. е. 

           2sup .
W x

x t x

r t f t f x C x f



 

 
   (18)

На основании леммы 3 имеем 

       

   
 

 

 
   

 
   

   
   

   
 

   

 
 

1

1

3

sup sup sup

sup sup sup

2 sup sup sup

sup

x t x x t x x t x

x d x

x t x t x t xx d x

x

x t x t x t xx d x

t x

r t f x r t f s

r t d rai t f t t f t

r t d rai t f t t f t

C x rai

   

  

  
  



  
  





     





   



   



 

 
         

 
 

 
         

 
 

   







   
 

   sup ,
t x

t f t t f t


 
  

 
 

т. е. 

     
 

   
 

   3sup sup sup .
x t x t x t x

r t f x C x rai t f t t f t
  



   

 
      

 
 

(19)

Подставляя (18), (19) в (17), получим 

             4sup sup sup .
x xt tx t x

r t f t C x rai t f t t f t
   

       
 

(20)

Для   при ,f t W t x x      имеем

              sup sup sup .
x t x x t x x t x

r t f t r t f t f x r t f x
  

 

     
   (21)

При t x  функция      0f t f x  . Следовательно, можно пользоваться леммой 4, тогда

              

 
 

   
 

   

1

5

sup sup sup

sup sup .

x

x t x x t x x t xt

t x t x

r t f t f x r t d rai t f t

C x rai t f t t f t



  

 

     

 

       

       
 

 
(22) 

По лемме 3 

       sup sup sup
x t x x t x x s x

r t f x r t f s
  



     
 

   
   

   
 

   1sup sup sup
x t x t x t xx

r t d rai t f t t f t
  





   

 
         

 
 


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   
   

   
 

   12 sup sup sup
x t x t x t xx

r t d rai t f t t f t
  

 



   

 
         

 
 

  

   
 

 
   

 
   12 sup sup sup

x d x

x t x t x t xt

r t d rai t f t t f t

  

  





   

 
         

 
 



 
 

   
 

   6 sup sup ,
t x t x

C x rai t f t t f t
  

 
      

 
 

 

т. е. 

     
 

   
 

   6sup sup sup .
x t x t x t x

r t f x C x rai t f t t f t
  



   

 
      

 
 

  (23) 

Подставляя (22), (23) в (21) получим 

             7sup sup sup .
x xt tx t x

r t f t C x rai t f t t f t
   

       
 

(24)

Объединяя (20), (24), получим оценку 

 
             8sup sup sup .

x xt x t t
r t f t C x rai t f t t f t

  

       
 

 

Пусть  ix  — покрытие интервала  ,J a b . Согласно лемме 5 такое покрытие существует. 

Из монотонности функций  x следует, что    ,i i i i i ix d x x x d x x            и 

   1 1, .i i i i i ix d x x x d x x       
    

.
 Эти неравенства означают, что каждый отрезок 

ix  полно-

стью покрывается тремя интервалами  ix  из покрытия  ,J a b . Используя этот факт и оценку 

нормы, имеем 

 
             

       

9

9 9

sup sup sup sup sup

sup sup sup 3 .

i x xi i

x xi i

iL
i t x i t t

W
i t t

rf r t f t C x rai t f t t f t

c rai t f t t f t C f





  


 

 
        

 
 

        
 

В силу произвольности функции f W  заключаем, что ,rW L    и 93E C  . Это неравенство 

вместе с (16) показывает, что существует 0C   и 1C E C     .Теорема доказана. 

Ввиду того, что функция  x  локально ограничена, конечность величины  эквивалентна ус-

ловию 

   lim , lim
x a x b

x x
 
    ,  (25) 

поэтому имеет место 
Теорема 1'. Пространство W  вложено в ,rL  тогда и только тогда, когда выполнены условия (25). 

Теорема 2. Вложение rW C   компактно тогда и только тогда, когда 

 

 lim 0
x b
x a

x



  .  (26) 

Доказательство. Необходимость. Пусть вложение rW C   компактно, тогда оно ограничено в

,rL . Поэтому  sup
x J

x

  . По определению существуют точки   ,z z x x x       и

  ,z z x x x       такие, что    
 

   
 

 1 1

x d xz

zx d x

r z d r z d x

  

  



   



          .
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Рассмотрим семейство функций      ,
,x x z x

t f t x J  
  . По теореме 3 имеем   1sup x Wx J

f t C

 . 

Следовательно, ограниченное вW  множество   ,xf t x J , в силу компактности вложения, ком-

пактно в rC . На основании теоремы о компактности множества в  C J  [12] для всех 0   существу-

ет набор интервалов     , , 1, ,i i i n n n      и  
1

,
n

i i
i

J


   , где 1 , ,na b   

 
       

1 1, ,
sup sup 1,x x
x J

r f r f i n
    

           . 

Из леммы 5 имеем  i
i

x J




  , тогда существуют ,i i   такие, что для всех i i  существует не бо-

лее чем счетное количество интервалов  1,
ix a   ; для всех i i  существует не более чем счетное 

количество интервалов  ,
ix n b   . 

Пусть j i  или j i  и 

   
   

при = ;

при = .

j j j

j j j

x d x z x

x d x z x

   

   

   
 

Тогда 

           x x xr f r f r f            

    
 

 
   

 

    
 

 
   

 

    
 

 
   

 

  

1 1

1 1

1 1

sup , ;

sup , ;

sup , ;

j

j j
j j j j

j j j j

j j
j

j

j j
j j j j

z x z

j
x z x

x d x x d x

x d x x d x

j
x z x zz x

z x z

j
x z x

x d x x d x

j

r z x d r z d j i

r z x d r z d j i

r z x d r z d j i

r z x




     

     







     

   

  

 

   

 

   

  

 

         

         



         



 

 

 

 
 

 
   

 
1 1sup , .

j j j j

j j
j

x d x x d x

x z x zz x

d r z d j i

     




 

 

 















         



 

Отсюда для любого 0   существуют    ,i i   такие, что для любого    иj i j i    

  2jx    и 
 

 lim 0
x b
x a

x



  . Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть выполняется условие 
 

 lim 0
x b
x a

x



  , тогда существуют номера ,N N  та-

кие, что для всех иx N x N    x   . В силу непрерывности составляющих  x  непре-

рывна на отрезке  ,N N  и поэтому ограничена на нем, т.е. 
 

 
,

sup
x N N

x C
 

  . Следовательно, 

 sup
x J

x

  . Тогда согласно теореме 3 и из непрерывности функции изW  следует вложение

rW C  . Надо показать компактность этого вложения. 

Из условия (26) вытекает, что для любого 0   существуют ,b b a a    такие, что для всех 

x : b x b    и a x a   следует  x   . 
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Для f W с нормой 1
W

f

  по теореме 3 на интервалах    , ,a a и b b   получим оценки 

 
       

 
   

 
       

 
1 , , 1 , ,

1 1,
1 , , 1 1 ,

sup sup sup sup

sup sup 2 sup sup sup .

W W

W W W

f a a f a a

L a a W
f a a f f x a a

r f r f r f

r f rf C x f C

   

  
     

     


     

        

       

Аналогично 
 

        2
1 , ,

sup sup
W

f b b
r f r f C


  

       . 

Для непрерывных на  ,a b   функций    ,r t f t  функция    r t f t  непрерывна и, следователь-

но, равномерно непрерывна на отрезке  ,a b  . Для такой функции для любого 0   существует 

  0   такое, что как только      , то        r f r f       . Следовательно, разбивая отре-

зок  ,a b   на интервалы  ix  с длиной   2ix   , получим на каждом из них такую оценку и 

 
       

,
sup sup

ii x
r f r f

 
       . Или, по-другому, на основании теоремы о предкомпактности 

ограниченного множества в rC  следует, что единичный шар 1
W

f

 предкомпактен в rC , т.е. 

теорема доказана. 
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Ш.Білəл, А.Қалыбекова  

Харди типті жүктелген теңсіздік 

Мақалада Харди жүктелген теңсіздігі орындалуы үшін жүктелген функцияларға қажетті жəне 
жеткілікті шарттар алынды. Жүктелген кеңістіктердің енуінің үздіксіздігі мен компактылығы 
дəлелденді. Ену компактылығының критерийі беріліп, негізгі теоремаларды дəлелдеуге қажетті 
леммалар келтірілді. 
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Sh.Bilal, A.Kalibekova 

Weighted inequality of hardy type 

In this article, are given necessary and additional conditions on the weight functions to perform weighted 
inequality of Hardy type or the corresponding estimate of the norm of the embedding operator. Established 
continuity and compactness of the embedding of weighted spaces. Are given compactness criterion for 
investments and some of the fundamental lemma used in the proof of the fundamental theorems. 
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