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В работе рассматривается первая краевая задача для нагруженного уравнения теплопроводности, в 

четверти плоскости. Нагруженное слагаемое является дробной производной порядка  , 10  , на 

многообразии tx  . 

Показано, что эта краевая задача имеет единственное решение при ∀ߣ ∈ ԧ , являющегося 
коэффициентом при нагруженном слагаемом. 

Ключевые слова: нагруженное уравнение теплопроводности, краевая задача, интегральное уравнения 
Вольтерра.  
 

В работе рассматривается краевая задача  для одномерного по пространственной переменной 
нагруженного уравнения теплопроводности в четверти плоскости. Общее определение нагруженных 
дифференциальных операторов (уравнений) было в работах А.М.Нахушева [1] - [3]. 

Заданное в ݊ െмерной области   евклидова пространства ܴ௡  точек ݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻݔ

(матричное или скалярное) уравнение  

ሻݔሺݑܣ ൌ ݂ሺݔሻ,										ݔ ∈ Ω   (1) 

называется нагруженным, если оно содержит след некоторых операций от искомого решения ݑሺݔሻ 

на принадлежащих замыканию Ωഥ   области  многообразиях, размерность которых строго меньше ݊.  

Нагруженное уравнение (1) называется нагруженным дифференциальным уравнением в области 

Ω ⊂ ܴ௡ , если оно содержит, хотя бы одну производную от искомого решения ݑሺݔሻ	 на 
принадлежащих  многообразиях ненулевой меры.  

В работах [4] - [8] содержатся различные применения нагруженных уравнений как метода 
исследования задач математической физики, математического моделирования, физики фракталов, 
теории упругих оболочек, математической биологии и др.  

В работе [3] отмечено, что в основе математических моделей нелокальных физико-
биологических процессов  фрактальной организации, как правило, лежат нагруженные 
дифференциальные уравнения с частными производными дробного порядка [6], [7]. 

Пусть ܴା ൌ ሺ0,∞ሻ . Рассмотрим в области ܳ ൌ ሼሺݔ, ,ሻݐ ݔ ∈ ܴା, ݐ ∈ ܴା	ሽ  следующую 
краевую задачу:  

ݑఒܮ ൌ ݂	 ⇔			 ቊ
డ௨

డ௧
െ

డమ௨

డ௫మ
൅ ,ݔሺݑ௫ఔܦሾߣ ሻሿ|௫ୀ௧ݐ ൌ ݂ሺݔ, ሻݐ

,ݔሺݑ 0ሻ ൌ ,ሺ0ݑ							,0 ሻݐ ൌ 0.
      (2) 

Здесь ܦ௫ఔݑ   - нагруженное слагаемое - дробная производная Римана-Лиувилля функции  

,ݔሺݑ    которая определяется равенством  ,ߥ   порядка 	ݔ  ሻ  по переменнойݐ
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,ݔሺݑ௫ఔܦ ሻݐ ൌ 	
ଵ

Гሺଵିሼఔሽሻ
௫ܦ
ሾఔሿାଵ ׬	

௨ሺక,௧ሻௗక

ሺ௫ିకሻሼഌሽ
௫
଴

, 

 

где ሾߥሿ, ሼߥሽ – соответственно целая  и дробная части числа ߥ , 0 ൑ ሼߥሽ ൏ 1,  так что ߥ ൌ
ሾߥሿ ൅ ሼߥሽ.  

В данной работе рассматривается случай 0 ൏ ߥ ൏ 1 ,  т.е. ሾߥሿ ൌ 0,			ሼߥሽ ൌ ߥ . Также 

предполагаем, что ߣ ∈ ԧ - комплексный спектральный параметр,  

݂ ∈ ௫ܦሺܳሻ, ቀܯ ׬ ׬ ,ݔሺܩ ,ߦ ݐ െ ߬ሻ݂ሺߦ, ߬ሻ݀߬݀ߦ
∞

଴
௧
଴ ቁ |௫ୀ௧ ∈  ሺܴାሻ                (3)ܯ

заданные функции,  
 

ሺܳሻܯ ൌ ሺܳሻ∞ܮ ∩ ሺܴାሻܯ								,ሺܳሻܥ ൌ ሺܴାሻ∞ܮ ∩  .ሺܴାሻܥ
 

Функция ܩሺݔ, ,ߦ ݐ െ ߬ሻ   - функция Грина первой краевой задачи для уравнения 
теплопроводности определяется соотношением:  

 

,ݔሺܩ ,ߦ ݐ െ ߬ሻ ൌ
1

ݐߨ√2
ቊ݁݌ݔ ቆെ

ሺݔ െ ሻଶߦ

4ሺݐ െ ߬ሻ
ቇ െ ݌ݔ݁ ቆെ

ሺݔ ൅ ሻଶߦ

4ሺݐ െ ߬ሻ
ቇቋ 

 

Определим  функциональный класс ࣯  для решения краевой задачи (2), а также область 

определения оператора ܮ െ  :ሻ  следующим образомܮሺܦ
 

࣯ ൌ ቄݑ|	൫ݔ ൅ ൯ݐ√
ିଵ
∙ ,ݑ ሺݑ௧ െ ௫௫ሻݑ ∈ ,ሺܳሻܯ ሺܦ௫ఔݑሻ|௫ୀ௧ ∈  ሺܴାሻቅ         (4)ܯ

ఒሻܮሺܦ ൌ ሼݑ, ݑ ∈ ࣯, ,ݔሺݑ 0ሻ ൌ 0, ,ሺ0ݑ ሻݐ ൌ 0ሽ. 
 
Задача.  Требуется исследовать вопросы разрешимости краевой задачи (2) при условиях (3) – (4).  

Особенностью данной задачи является то, что спектральный параметр ߣ   является 

коэффициентом нагруженного слагаемого, и точка нагрузки движется по линейному закону ݔ ൌ  .ݐ
Считая нагруженное слагаемое в (2) временно известным и перенеся его в правую часть 

уравнения обратим дифференциальную часть краевой задачи (2), [9]: 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ െߣන න ቊ
1

Гሺ1 െ ሻߥ
߲
ߦ߲
		න

,ߦሺݑ ߬ሻ
ሺߦ െ ሻఔߞ

క

଴
ቋ

∞

଴

௧

଴
|కୀఛ ∙ 

                                                   ∙ ,ݔሺܩ ,ߦ ݐ െ ߬ሻ݀߬݀ߦ ൅ ,ݔሺܨ  ሻ,    (5)ݐ
где  

,ݔሺܨ ሻݐ ൌ ׬ ׬ ,ݔሺܩ ,ߦ ݐ െ ߬ሻ ∙ ݂ሺߦ, ߬ሻ݀߬݀ߦ
∞

଴
௧
଴

. 

 
Соотношение  (5) перепишем в виде 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ െߣන 	ቊ
1

Гሺ1 െ ሻߥ
߲
ߦ߲
		න

,ߦሺݑ ߬ሻ
ሺߦ െ ሻఔߞ

ߦ݀
క

଴
ቋ
కୀఛ

݀߬න ,ݔሺܩ ,ߦ ݐ െ ߬ሻ݀ߦ
∞

଴

௧

଴

൅ ,ݔሺܨ  ሺ6ሻ		ሻݐ
Вычислим внутренний интеграл в соотношении (6)  

න ,ݔሺܩ ,ߦ ݐ െ ߬ሻ݀ߦ	 ∙ൌ
1

2ඥߨሺݐ െ ߬ሻ

∞

଴
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න ቊ݁݌ݔ ቆെ
ሺݔ െ ሻଶߦ

4ሺݐ െ ߬ሻ
ቇ െ ݌ݔ݁ ቆെ

ሺݔ ൅ ሻଶߦ

4ሺݐ െ ߬ሻ
ቇቋ݀ߦ ൌ

∞

଴
 

ൌ ฯߟ ൌ
ݔ േ ߦ

ݐ√2 െ ߬
, ݖ ൌ

ݔ

ݐ√2 െ ߬
ฯ ൌ

1

ߨ√
	 න ݁ିఎ

మ
ߟ݀ െ

1

ߨ√
	න ݁ିఎ

మ
ߟ݀ ൌ

∞

௭

௭

ି∞

 

 

ൌ
ଶ

√గ
׬	 ݁ିఎ

మ
ߟ݀ ൌ ݂ݎ݁ ቀ

௫

ଶ√௧ିఛ
ቁ

௭
ି∞

. 

 
Введём обозначения: 

߮ሺݐሻ ൌ ቂ
ଵ

Гሺଵିఔሻ

డ

డ௫
׬

௨ሺక,௧ሻ

ሺ௫ିకሻഌ
ߦ߲

௫
଴

ቃ |௫ୀ௧,			   (7) 

 

ሻݐଵሺܨ	 ൌ ൥
1

Гሺ1 െ ሻߥ
߲
ݔ߲

න
,ߦሺܨ ሻݐ
ሺݔ െ ሻఔߦ

ߦ݀

௫

଴

൩ |௫ୀ௧  

 
Получим следующее интегральное соотношение для искомого решения задачи (2) 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ െߣ ׬ ݂ݎ݁ ቀ
௫

ଶ√௧ିఛ
ቁ ∙ ߮ሺ߬ሻ݀߬ ൅ ሻݐଵሺܨ

௧
଴

.                        (8) 

 

Возьмем производную порядка ߥ  от обеих частей равенства (8) и положим ݔ ൌ ݐ , тогда 
используя обозначения (7) получим  

 

߮ሺݐሻ ൅ ߣ ׬ ,ݐఔሺܭ ߬ሻ ∙ ߮ሺ߬ሻ݀߬ ൌ ሻݐଵሺܨ
௧
଴

   (9) 

 

где ядро этого интегрального уравнения Вольтерра ܭఔሺݐ, ߬ሻ имеет вид: 

,ݐఔሺܭ ߬ሻ ൌ ൥
1

Гሺ1 െ ሻߥ
			
߲
ݔ߲

න݂݁ݎ ൬
ߟ

ݐ√2 െ ߬
൰ ∙

ߟ݀
ሺݔ െ ሻఔߟ

ߦ݀

௫

଴

൩ |௫ୀ௧  

Найдем явный вид ядра ܭఔሺݐ, ߬ሻ, т.е. вычислим следующий интеграл  

1
Гሺ1 െ ሻߥ

			
߲
ݔ߲

න݂݁ݎ ൬
ߟ

ݐ√2 െ ߬
൰ ∙

ߟ݀
ሺݔ െ ሻఔߟ

ൌ ݔ‖ െ ߟ ൌ ‖ݖ ൌ

௫

଴

 

ൌ
1

Гሺ1 െ ሻߥ
			
߲
ݔ߲

න݂݁ݎ ൬
ݔ െ ݖ

ݐ√2 െ ߬
൰
ݖ݀
ఔݖ

ൌ

௫

଴

 

ൌ
1

Гሺ1 െ ሻߥ
			
2

ߨ√
න

1

ݐ√2 െ ߬
∙ ݁

ି
ሺ௫ି௭ሻమ

ସሺ௧ିఛ
ݖ݀
ఔݖ

ൌ ฯ
ݔ െ ݖ

ݐ√2 െ ߬
ൌ ฯݕ ൌ

௫

଴

 

ൌ
2

√2	Гሺ1 െ ሻߥ
	 න ሺݔ െ ݕ ∙ ݐ√2 െ ߬ሻିఔ݁ି௬

మ
ݕ݀ ൌ

௫
ଶ√௧ିఛ

଴
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ൌ
2ଵିఔ

Гሺ1	ߨ√ െ ݐሻሺߥ െ ߬ሻ
ఔ
ଶ
	 ∙ 	 න ቆ

ݔ

ݐ√2 െ ߬ሻ
െ ቇݕ

ିఔ

݁ି௬
మ
ݕ݀ ൌ

௫
ଶ√௧ିఛ

଴

‖ሾ10ሿ, 3.48	ሺ3ሻ‖ ൌ 

 

ൌ
1

Гሺ2	ߨ√ െ ሻߥ
	 ∙ 	

ଵିఔݔ

ݐ√ െ ߬ሻ ଶܨଶ ቆ
1
2
, 1;		

2 െ ߥ
2

,
3 െ ߥ
2

;െ
ଶݔ

4ሺݐ െ ߬ሻ
		ቇ. 

 
Таким образом имеем: 

,ݐఔሺܭ ߬ሻ ൌ
1

Гሺ2ߨ√ െ ሻߥ
∙
ଵିఔݐ

ݐ√ െ ߬ ଶܨଶ ቆ
1
2
, 1;		

2 െ ߥ
2

,
3 െ ߥ
2

;െ
ଶݔ

4ሺݐ െ ߬ሻ
		ቇ 

 
где 

ଶܨଶሺߙଵ, ;ଶߙ ,ଵߚ	 :ଶߚ ሻ	ݖ ൌ ෍
ሺߙଵሻ௞ሺߙଶሻ௞
ሺߚଵሻ௞ሺߚଶሻ௞

∞

௞ୀ଴

∙
௞ݖ

݇!
 

 

обобщенный гипергеометрический ряд, который  сходится в области  |ݖ| ൏ ∞, ሺсሻ௞ െ	символ 

Похгаммера -  ሺܿሻ௞ ∙ ܿሺܿ ൅ 1ሻ… ሺܿ ൅ ݇ െ 1ሻ. 
Для функции  ܭఔሺݐ, ߬ሻ   справедлива следующая оценка  
 

,ݐఔሺܭ| ߬ሻ| ൏
ଶ

√గ
∙
௧భషഌ

√௧ିఛ
; 							0 ൏ ߥ ൏ 1, 

 
откуда следует, что  ядро интегрального уравнения (9) имеет слабую особенность, т.е. при 

условиях (3), оно имеет единственное решение, которое может быть найдено методом 
последовательных приближений.  

Подставив найденное решение интегрального уравнения (9) в равенство (8) найдем решение 
краевой задачи (2). Таким образом, справедлива  

Теорема. Для любого значения ߣ ∈ ԧ
, 

 ݂ ∈ ,ሺܳሻܯ  (3) краевая задача (2) имеет 

единственное решение ݑሺݔ, ሻݐ ∈ ࣯. 
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