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ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ
ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО

ПОРЯДКА В СМЕШАННОЙ ТРЕУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ, КОГДА
УГЛОВОЙ КОЭФФИЦИЕНТ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОПЕРАТОРА
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В этом сообщении ставится и исследуется одна краевая задача для уравнения третьего
порядка параболо-гиперболического типа вида(

a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
+ c

)
(Lu) = 0 (1)

в треугольнойобластиGплоскостиxOy, гдеLu =

{
uxx − uyy, (x, y) ∈ G1,

uxx − uyyy, (x, y) ∈ Gi (i = 2, 3, 4),

a, b, c ∈ R, γ = b/a, 1 < γ < +∞, а G = G1 ∪ G2 ∪ G3 ∪ G4 ∪ J1 ∪ J2 ∪ J3, здесь G1

— прямоугольник с вершинами в точках A(0; 0), B(1; 0), B0(1, 1), A0(0, 1); G2, G3 и G4 —
треугольники с вершинами в точках A, B, C(1/2,−1/2); A, D(−1, 1), A0 и B, E(2, 1), B0

соответственно; J1, J2 и J3 — открытые отрезки с вершинами в точках A, B; A, A0 и B, B0

соответственно.
Эта работа является продолжением работы [1]. В этой работе поставлен один класс

краевых задач для уравнения (1) при произвольных постоянных коэффициентов a, b, c ∈ R
и исследован случай 1 (a ̸= 0, b = 0). В работах [2,3] исследован случай 2 (a = 0, b ̸= 0), а в
этой работе исследуется случай 7 при 1 < γ < +∞.

Так как γ = b/a, 1 < γ < +∞, то без ограничения общности можно полагать a > 0,
b > 0. Тогда для уравнения (1) ставится следующая задача:

Задача-1. Требуется найти функцию u(x, y), которая 1) непрерывна в замкнутой
области G̃ и в области G\J1\J2\J3 имеет непрерывные производные, участвующие в
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уравнение (1), причем ux и uy – непрерывны в G вплоть до части границы области G,
указанные в краевых условиях; 2) удовлетворяет уравнению (1) в области G\J1\J2\J3; 3)
удовлетворяет следующим краевым условиям:

u|AC = ψ1(x), 0 ≤ x ≤ 1/2, (2)

∂u

∂n

∣∣∣∣
AC

= ψ2(x), 0 ≤ x ≤ 1/2, (3)

∂u

∂n

∣∣∣∣
BC

= ψ3(x), 1/2 ≤ x ≤ 1, (4)

u|DE1 = ψ4(x), −1 ≤ x ≤ −1/2, (5)

∂u

∂n

∣∣∣∣
AD

= ψ5(x), −1 ≤ x ≤ 0, (6)

u|A0D = f1(x), −1 ≤ x ≤ −0, (7)

u|B0E = f2(x), 1 ≤ x ≤ 2, (8)

u|EE2 = ψ6(x), 3/2 ≤ x ≤ 2, (9)

∂u

∂n

∣∣∣∣
BE

= ψ7(x), 1 ≤ x ≤ 2 (10)

и 4) следующим условиям склеивания:

u(x,+0) = u(x,−0) = τ1(x), 0 ≤ x ≤ 1, (11)

uy(x,+0) = uy(x,−0) = ν1(x), 0 ≤ x ≤ 1, (12)

uyy(x,+0) = uyy(x,−0) = µ1(x), 0 < x < 1, (13)

u(+0, y) = u(−0, y) = τ2(y), 0 ≤ y ≤ 1, (14)

ux(+0, y) = ux(−0, y) = ν2(y), 0 ≤ y ≤ 1, (15)

uxx(+0, y) = uxx(−0, y) = µ2(y), 0 < y ≤ 1, (16)

u(1 + 0, y) = u(1− 0, y) = τ3(y), 0 ≤ y ≤ 1, (17)

ux(1 + 0, y) = ux(1− 0, y) = ν3(y), 0 ≤ y ≤ 1, (18)

uxx(1 + 0, y) = uxx(1− 0, y) = µ3(y), 0 < y ≤ 1. (19)

Здесь ψi(i = 1, 7), fj(j = 1, 2) – заданные достаточно гладкие функции, а τi, νi, µi(i =
1, 2, 3) – неизвестные пока достаточно гладкие функции, n – внутренняя нормаль к прямой
x+ y = 0 или x− y = 1, F1(−1/2, 1/2), F2(3/2, 1/2).

Теорема. Если ψ1 ∈ C3[0, 1/2], ψ2 ∈ C2[0, 1/2], ψ3 ∈ C2[1/2, 1], ψ4 ∈ C3[−1,−1/2], ψ5 ∈
C2[−1, 0], ψ6 ∈ C3[3/2, 2], ψ7 ∈ C2[1, 2], f1 ∈ C3[−1, 0], f2 ∈ C3[1, 2], причем выполняются
условия согласования f1(−1) = ψ4(−1), ψ5(0) = ψ2(0), ψ3(1) = ψ7(1), f2(2) = ψ6(2),
ψ′
2(1/2) = −ψ′

3(1/2), то задача-1 допускает единственное решение.
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Доказательство. Теорема доказывается методом построения решения. Здесь мы даем
лишь идею доказательства этой теоремы. Для этого уравнение (1) перепишем в виде

utxx − uyy = ω1(bx− ay)e−ξy, (x, y) ∈ G1, (20)

utxx − uty = ω1(bx− ay)e−ξy, (x, y) ∈ Gi (i = 2, 3, 4), (21)
где введено обозначение u(x, y) = ui(x, y), (x, y) ∈ Gi(i = 1, 4), причем ωi(bx− ay)(i =

1, 4) – неизвестные пока достаточно гладкие функции.
Нам следует разделить области Gi(i = 3, 4) по две части с помощью открытыми

отрезками A0F1 и B0F2. Тогда уравнение (21) (i = 3, 4) можно переписать в виде

uikxx − uiky = ωik(bx− ay)e−ξy, (x, y) ∈ Gik (i = 3, 4; k = 1, 2), (22)

где введены обозначения ui(x, v) = uik(x, v), ωi(bx − ay) = ωik(bx − ay), (x, y) ∈ Gik

(i = 3, 4; k = 1, 2).
Сначала исследование проведем в области G32. Записывая решение уравнения (22)

(i = 3; k = 2), удовлетворяющее условиям (7) и u32y(x, 1) = ν4(x) (ν4(x) –неизвестная пока
достаточно гладкая функция) и подставляя это решение в условие (6) после некоторых
преобразований, находим функцию ω32(bx− ay) в промежутке −(b+ a) ≤ bx− ay ≤ − b+a

2
.

Теперь переходим в область G31. Записывая решение уравнения (22) (i = 3; k = 1),
удовлетворяющее условиям (14), (15) и подставляя это решение в условие (6), находим
функцию ω31(bx− ay) в промежутке − b+a

2
≤ bx− ay ≤ 0.

Пользуясь из условия
(
∂u32
∂x

− ∂u32
∂y

)
y=x+1

=
(
∂u31
∂x

− ∂u31
∂y

)
y=x+1

, находим функцию

ω32(bx− ay) в промежутке − b+a
2

≤ bx− ay ≤ −a.
Далее, подставляя формулу решения u32(x, y) в условие (5) после некоторых выкладок,

находим функцию ν4(x) в промежутке −1 ≤ x ≤ 0.
Таким образом, мы нашли функцию u32(x, y) полностью в области G32. Пользуясь

из условия u31(x, v)|y=x+1 = u32(x, y)|y=x+1, получим соотношение между неизвестными
функциями τ2(y) и ν2(y).

Переходя в уравнениях (22) (i = 3; k = 1) и (20) к пределу при x→ 0, имеем два соотно-
шения между неизвестными функциями τ2(y), µ2(y) и ω11(−ay). Исключая из этих послед-
них двух уравнений функцию µ2(y) после некоторых преобразований, находим функцию
ω11(bx− ay) в промежутке −a ≤ bx− ay ≤ 0 через неизвестной функции τ2

(
y − b

a
x
)
, где

введено обозначение ω1(bx− ay) =

{
ω12(bx− ay), если 0 ≤ bx− ay ≤ b,

ω11(bx− ay), если − a ≤ bx− ay ≤ 0.

Теперь переходим в область G2. Записывая решение уравнения (21) (i = 2), удовлетво-
ряющее условиям (11), (12) и подставляя это решение в условие (3) и (4) после некоторых
преобразований, находим функцию ω2(bx− ay) полностью.

Подставляя решение u2(x, y) в условие (2), имеем первое соотношение между неиз-
вестными функциями τ1(x) и ν1(x). Переходя в уравнениях (1) и (21) (i = 2) к пределу
при y → 0, имеем еще два соотношения между неизвестными функциями τ1(x), ν1(x) и
µ1(x). Исключая из этих трех соотношений функции ν1(x), µ1(x) и интегрируя получен-
ное уравнение от 0 до x, приходим к дифференциальному уравнению второго порядка
относительно τ1(x). Решая это уравнении при известных трех условиях, находим функцию
τ1(x).
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Теперь переходим в область G42. Записывая решение уравнения (22) (i = 4; k = 2),
удовлетворяющего условиям (8) и u4(x, 1) = ν5(x) (где ν5(x) неизвестная пока достаточно
гладкая функция) и подставляя это решение в условие (10) после некоторых преобразова-
ний, находим функцию ω42(bx− ay) в промежутке 3b−a

2
≤ bx− ay ≤ 2b− a.

Далее, переходим в область G41. Записывая решение уравнения (22) (i = 4; k = 1),
удовлетворяющего условиям (17), (18) и подставляя это решение в условие (10) после
некоторых преобразований, находим функцию ω41(bx− ay) в промежутке b ≤ bx− ay ≤
3b−a
2

.
Переходя в уравнениях (22) (i = 4; k = 1) и (20) к пределу при x → 1, получим два

соотношения между неизвестными функциями τ3(y), µ3(y) и ω41(b−ay). Исключая из этих
двух уравнений функцию µ3(y) и меняя аргумент b− ay на bx− ay, получим соотношение
между функциями ω41(bx− ay) и τ3(y) в промежутке b− a ≤ bx− ay ≤ b.

Далее, пользуясь из условия
(
∂u42
∂x

+ ∂u42
∂y

)
y=2−x

=
(
∂u41
∂x

+ ∂u41
∂y

)
y=2−x

, находим функ-

цию ω42(bx− ay) в промежутке b− a ≤ bx− ay ≤ 3b−a
2

.
Теперь подставляя решение u41(x, y) в условие (9), получим соотношение между τ3(y)

и ν3(y).
Теперь переходим в область G1. Переходя в уравнении (20) к пределу при y → 0,

находим ω12(bx) = τ ′1(x)− ν1(x).
Далее, записывая решение уравнения (20), удовлетворяющего условиям (11), (14), (17),

дифференцируя это решение по x и устремляя x к нулю и к единице, получим систему
двух интегральных уравнений Вольтера второго рода относительно неизвестных функций
τ ′2(y) и τ ′3(y). Решая эту систему, находим функции τ ′2(y) и τ ′3(y) тем самым, и функции
ν2(y), ν3(y), ω11(bx− ay), ω41(bx− ay), ω42(bx− ay), u1(x, y), u31(x, y), u41(x, y).

Так как, функция u41(x, y) известна, то введя обозначение u41(x, 2 − x) = h2(x), для
нахождения функции u42(x, y) имеем условие u42(x, y)|y=2−x = h2(x). Подставляя формулу
решения u42(x, y) в это условие, после некоторых выкладок, находим функцию ν5(y). Тогда
будет известна и функция u42(x, y). Таким образом, мы определили решение задачи 1
полностью в области G.
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