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Рисунок 2. Хроматограмма жидких продуктов синтеза 
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Бұл мақалада йонсондық жиындар модельдерін құру арқылы йонсондық теорияның ішкі құрылымын 

сипаттау жəне йонсондық жиындарды қолдана отырып, позитивті йонсондық теориясының фрагментінің  
категорлылығының қасиетін дəлелдеу қарастырылады. 

Кілт сөздер: йонсондық жиындар, йонсондық теория, кемел теория, йонсондық фрагмент, 
экзистенциалды тұйық модель, категорлылық. 
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Бұл мақала өзінің мазмұны бойынша модельдер теориясы деген пəнге тиісті. Модельдер 

теориясы дегеніміз кейінгі кезде əжептəуір дамыған математикалық логиканың жəне əмбебап 
алгебраның қиылысында пайда болған бір ағымы.  Модельдер теориясында шартты түрде екі негізгі 
бағыт бар. Олар: батыс модельдер теориясы жəне шығыс модельдер теориясы. Бұл шартты түрдегі 
бөлінуі келесі себепке тиісті. Алғашқы бұл пəннің классикалық жасаушылары А.Робинсон жəне 
А.Тарски өз кезінде АҚШ-тың шығыс жəне батыс мұхиттердің жағасында сəйкес тұрған. Батыс 
модельдер теориясының есептері өзінің мазмұны бойынша толық теориялармен айналысады. Егер біз 
модельдердің арасында морфизмдерді қарастырсақ, олар түбінде барлығы элементарлық морфизмдер 
болып табылады, яғни бұл морфизмдер модельдердің арасында кез келген формуларды сақтайды. 
Егер біз шығыс модельдер теориясын қарастырсақ, онда біз керісінше тек қана толық емес 
теориялармен де жұмыс істейміз. Морфизмдерді қарастырсақ, байқауға болады олар яғни, 
изоморфизмдер мен гомоморфизмдер. Əрине бұлар тек қана атомарлы формулаларды сақтайды. 
Тарихи деректер бойынша, батыс модельдер теориясында шығыс модельдер теориясынан гөрі 
зерттеу аппараты көбірек дамыған. Жəне нəтижелері де бай деп айтуға болады. Ол бəрі таңқалатын 
нəрсе емес. Өйткені теориялар жалпы айтқанда, толық емес. Сонымен осы бəрін айтылған нəрсені 
қорытындыласақ, шығыс моделдер теориясының пайда болған нəтижелері батыс модельдер 
теориясынан гөрі жалпы жағдайдағы нəтижелері де есептердің қойылымдары есептелінеді. 

Йонсондық теориялар өзінің құрылымы бойынша  шығыс модельдер теориясының аясына тиісті 
деп айтуға болады. Жалпы айтқанда, олар толық емес теориялар. Йонсондық жиындар жаңадан 
енгізілген ұғым. Осы ұғымның қолдануымен толықсыздық жағдайды йонсондық теориялардың 
аясында ақауларды жоюға болады деп үміттенеміз. Келесі нəтижелер бұл теорияларды категорлылық 
жағынан зерттеуге көмектеседі. 

Келесі қажетті анықтамалар жəне нəтижелерді еске салып кетейік. 
Анықтама 1. Берілген теорияның сигнатурасының моделі (осыдан кейін структура) түйінді деп 

аталады, егер берілген теория үшін соның əрбір модельдің жалғыз ғана ішкі структурасына 
изоморфты болса.  

Кез келген саналымды L  тіл берілсін.  
T  теориясы йонсондық деп аталады, егер: 

1) T  теорисының ең құрмағанда бір шексіз моделі бар болса; 

2) T  теориясы индуктивті болса; 

3) T теориясы ( JEP ) үйлесімді енгізу қасиетке ие болса; 

4) T  теориясы ( AP ) амальгама қасиетке ие болса. 

Анықтама 2. Йонсондық T  теориясы кемел теория деп аталады, егер оның семантикалық 
моделі қаныққан болса. 
T -йонсондық кемел теориясы  L  тіліндегі экзистенциалдық сөйлемдер үшін толық болса жəне 
оның семантикалық моделі ܥ болсын. 

Айтарлық, ܺ жиыны – Σ -анықталған деп аталады, егер ол кейбір экзистенциалдық формуламен 
анықталынатын болса. 

Келесі анықтамалар [5] жұмысынан алынған. 
ܺ жиыны T  теориясында йонсондық деп аталады, егер ол келесі қасиеттерді қанағаттандырса: 
1) ܺ – С –нің	Σ- анықталған ішкі жиыны болып табылса; 
2) dсl(Х) дегеніміз ол С-нің ішкі экзистенциалды-тұйық модельдің негізгі жиыны болып табылса. 
Заманға сай йонсондық теориялар жетістіктерімізді айтып кетсек, жақсы зерттелген болып, 

кемел йонсондық теориялар болып табылады. Олар үшін кемелдік критерийі [7] дəлелденіп, 
йонсондық теория жəне оның центріне қатысты көптеген модельді-теоретикалық фактілерін алуға 
септігін тигізді. Осындай теориялардың центрі жəне олардың модельдер кластары туралы толық 
сипаттамасы бар. 

Егер толық теорияларды зерттеу жағдайында теорияның өзі мен оның модельдер класстары 
болатын екі объектімен жұмыс жасайтын болсақ, онда йонсондық теорияларды зерттегенде 
модельдер класстары ретінде теорияның экзистенциалдық тұйық модельдердің классын 
қарастырамыз. 
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Йонсондық фрагменттің анықтамасын берейік. 
Айтарлық, кез келген теорияның ∀∃-салдары осы теорияда йонсондық фрагмент жасайды, егер 

осы ∀∃-салдарының дедуктивті тұйықталуы йонсондық теория болса. Егер фрагмент теория ретінде 
дөңес болса, біз оны дөңес фрагмент деп айтаймыз. 

Бұл тұжырым əрқашан дұрыс болмаған себеппен, кез келген теорияның осындай йонсондық 
болатын ерекше бөліктерін табатын болсақ ол бір қызық есеп болар еді. Осындай есеп түбінде ең 
болмағанда кез келген теорияның морлизациясы үшін орындалады, сонымен қатар ол пайда болған 
теориясы кемел болуын қамтамасыз етеді [6]. 

Басқа жол бұл индуктивті теорияның кез келген саналымды моделі қарастырылып отырған 
теорияның кейбір экзистенциалды тұйық моделіне міндетті түрде изоморфты енгізілуін қолданамыз 
[6]. Əрі қарай барлық ∀∃ െ сөйлемдер осы модельде ақиқат болатынын қарастырамыз. Онда 
йонсондық теориялар жағдайында мына факт, яғни ∀∃ െсөйлемдер берілген экзистенциалды тұйық 
модельдер йонсондық теория жасайтыны белгілі. 

Бұл жағдайда алынған йонсондық теория сəйкес йонсондық жиынның йонсондық фрагменті деп 
аталады. Алғашқы теорияларға қатысты, яғни йонсондық теорияларды зерттеу есептерінің 
қойылымы арқылы йонсондық фрагменттерді зерттеуін жүргізе аламыз. Бұл йонсондық 
теориялардың зерттеуінің жаңа мəселесі болып табылады. 

Берілген мақаланың негізгі есебі: қасиеттерді табу. 
T  йонсондық теориясы  қуаты жеткілікті үлкен Ձ семантикалық  моделіне ие.  Егер бұл модель 

қаныққан деп аталады, егер берілген йонсондық теория кемел болса. Кемел йонсондық теорияның 
семантикалық моделі өзінің қуатымен бір мəнді анықталады. Əрі қарай, біз қарастырып отырған 
кемел йонсондық теорияның қалған экзистенциалдық тұйық модельдерден құралған кейбір үлкен 
семантикалық экзистенциалдық тұйық модельдердің ішінде орындалатын кемел йонсондық 
теориялармен жұмыс жасаймыз. Бұл модельді əмбебап экзистенциалдық аймақ деп атаймыз. 

Оны сонымен қатар келесі шарттармен сипаттауға болады. 
1.Берілген теорияның əрбір моделі Ձ-да изоморфты енгізілген. 
2.Екі ішкі модельдер арасындағы əрбір изоморфизм Ձ  моделінің автоморфизміне дейін 

жалғасады. 
Біз Ձ-дағы барлық ішкі жиындарды емес, тек йонсондық ішкі жиындарды қарастырамыз. 
Енді  -позитивті йонсондық (  -PJ) теориялар ұғымын анықтайық. Қарастырып отырған 

жұмысымызда тек позитивті сөйлемдермен жұмыс жасаймыз. Осылайша, класстар теориясы 
гомоморфизмдері бойынша тұрақты. Бұл жағдайда, кейбір анықталған  үшін қарастырылған  -PJ 

теориясы классикалық мағынада йонсондық деп аталады, онда біз алдынан белгілі мысалы [4] 
əдебиетіндегідей белгілеулер мен нəтижелерді қолданамыз.  

L бірінші ретті тіл болсын. At- берілген тілдің атомарлық формулалрының жиыны. )(AtB
- 

барлық атомарлық формулалардың, олардың ішкі формулалары жəне айнымалылырды ауыстырудың 
позитивті бульдік комбинацияларға (конъюнкция жəне дизъюнкция)  қатысты тұйық жиын. 

))(( AtBQ 
жиыны - )(AtB

-да  (   и  ) кванторлары көмегімен алынған пренексті нормаль 

түрдегі формулалар жиыны. Формуланы позитивті деп атаймыз, егер ол 
  LAtBQ ))((  жиынына 

тиісті болса. Теория позитивті аксиоматизацияланған деп аталады, егер оның аксиомалары позитивті 

болса. )( LB - бұл L -дан алынған кез келген формулалардың бульдік комбинациялары. )(AtB  

болғанда )()(  LB  орындалатынын оңай байқауға болады.  

[2, 3] сүйене отырып, структуралар арасындағы  -морфизмдерді анықтаймыз. 

M жəне N  )(  LB  тілінің структуралары болсын. NMh :  бейнелеуі  -гомоморфизм 

деп аталады  (символды түрде NMh

: ), егер кез келген  Max  ,)(  үшін,  )(| aM  , 

))((| ahN   орындалса. [2, 3] əдебиеттеріне сүйене отырып, M  моделін N –де бастама деп атаймыз 

жəне М  N –де жалғасады деп атаймыз, егер h(M) M  жалғасуы болса. Егер h  инъективті бейнелеу 

болса, онда h M –ді N –ге батырады дейді (символды түрде NMh

:  ). Ары қарай,  - жалғасу, 
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-батыру терминдерін қолданамыз. Осының аясында (  -гомоморфизм) анықтамасынан изоморфты 

енгізу жəне элементарлы енгізу  -батыру болатынын көруге болады, егер )( AtB  жəне  L  

болса. 
Анықтама 3. Егер С L-структураның классы болса, онда С-дан алынған М элементі С-да  -

позитивті экзистенциалды тұйық болады, егер əрбір элементі С-дан алынған  -батыру болса.  -

позитивті экзистенциалды тұйық моделбдердің барлық классын  )( CE арқылы белгілейміз; егер кез 

келген Т теориясы үшін ModTC   орындалса, онда 
 )(, TT EE  экзистенциалды тұйық класс жəне 

берілген теорияның  -позитивті экзистенционалды тұйық моделі деп түсінеміз. 
Анықтама 4( -JEP). Т теориясын ( -JEP) қасиетіне ие деп айтамыз, егер екі ModTBA ,  

жəне  -гомоморфизмдері CBhCAh

 :,: 21  үшін ModTC  табылса. 

Анықтама 5 ( -AP).  
Айталық, Т теориясы  AP - ке ие болсын, егер кез келген ModTCBA ,,  үшін мынадай  

CAh :1 , BAg :1 , мұндағы 11, gh  –  -гомоморфизмдер, ModTD  жəне 

DCh :2 , DBg :2 , мұндағы 22 , gh  –  -гомоморфизмдер, мынадай 1212 gghh    бар 

болады. 
Анықтама 6 
Т теориясы  -позитивті йонсондық теория (  -PJ) деп аталады, егер ол келесі шарттарды 

қанағаттандырса:  

1) T  теорисының ең құрмағанда бір шексіз моделі бар болса; 

2) T  позитивті  -аксиоматизаланған болса; 

3) T теориясы  -JEP қасиетке ие болса; 

4) T  теориясы   қасиетке ие болса. 

)( AtB  болғанда біз кəдімгі йонсондық теорияны аламыз, оның айырмашылығы – онда тек 

позитивті  -аксиомалар бар. Сонымен қатар қарастырылып отырған теория гомоморфизмдерге 
қатысты орнықты болады. 

Теорема 1.  
Егер L – саналымды тіл жəне T  толық  -категориялы теория болса, онда  T  теориясы  -

категорлы модельді компаньонға ие болады. 
Анықтама 7 
 – шексіз кардинал болсын. Егер PJ  теория T   йонсондық болса (кəдімгі мағынада), онда 

ол k -категорлы,  егер оның кез келген k  қуатты екі модельдері өзара изоморфты болса. Керісінше 

жағдайда, ол k -категорлы,  егер оның кез келген екі 
 )(, TEBA  қуаты k -ға тең  модельдері өзара 

изоморфты болса.  
Йонсондық теорияларды зерттеуде басты құрал ретінде зерттеудің семантикалық əдісі болып 

табылады,  ол келесідей қорытындыланады: йонсондық теория центрінің элементарлы қасиеттері 
теорияның өзіне «көшіріледі». Сонымен қатар йонсондық теорияның семантикалық моделінің 
элементарлы теориясы позитивті робинсон теориясын ұқсас, жəне  осы йонсондық теорияның 
инварианты болып табылады, себебі бірдей йонсондық теорияның семантикалық модельдері өзара 
элементарлы эквивалентті болады. Осыған орай, егер классикалық мағынада  -PJ теориясы 
йонсондық емес теория болса, онда оның семантикалық моделі оның кез келген U  [3]əмбебап аймағы 

деп, ал центрін келесі сөйлемдер жиыны )(* UThT    деп түсінеміз.  

Келесі факт кемел йонсондық теорияларды сипаттайды: 
Теорема 2 [6, 2.8].  
Т йонсондық теория болсын. Онда келесі шарттар эквивалентті: 
1) T  кемел теория; 

2) T  – T  –нің модельді компаньоны;  
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Егер Т кемел болса, онда келесі шарттар эквивалентті: 

3) TEModT 
; 

4) 0TTT f  , 

мұндағы TE  – T  моделдерінің T -экзистенционалды тұйық T -экзистенционалды классы, 0T  

–Кайзера қабықшасы (максимальді  -теория, T  –мен өзара модельді үйлесімді), )( T
f FThT  , 

мұндағы TF  –Т моделінің генерикалық классы (шекті Робинсон форсингі мағынасында), MT  – T  

йонсондық теориясының модельді компаньоны.  
Анықтама 8 
T  теориясы позитивті модельді толық болады, егер  T   модельді толық болса жəне əрбір 

экзистенционалды  L-формула T -да кейбір позитивті экзистенционалды  L-формуламен  
эквивалентті болса. 

Анықтама 9 [8.].  
ModTA  моделі ModT -да өте жай (simple) деп аталады, егер əрбір В-ға тиісті А- дан 

тривиалды емес морфизм ,мұндағы ModTB , инъективті болса.  
Келесі нəтижелерді Вайспфенинг [9] жұмысынан алуға болады:  
Теорема 3 [9].  
Келесі шарттар эквивалентті: 
1) T   позитивті модельді толық. 
2) T  модельді толық жəне  əрбір T -моделі ModT-да жай модель болады. 

Позитивті робинсондық теориясы [2, 3] мағынасында 0T  Кайзер қабықшасы ұғымының  T  
йонсондық теория үшін жалпыланған болатынын оңай байқауға болады. 2- теоремасы )( AtB  

жəне  -PJ теориясы кемел жағдайы бойынша, семантикалық модель ұғымы жəне əмбебап аймағы 
сəйкес келетінін қорытындылайды. Осы ескерту көмегімен, біз саналымды-категорлы позитивті 
йонсондық теорияны сипаттайтын нəтижені дəлелдейміз.  

Теорема 4.  
T  –  -PJ теория болсын. С оның семантикалық моделі. ܺ	– ܥ	  –ның йонсондық ішкі жиыны. 

݀с݈	ሺХሻ ൌ ,ܯ ܯ ∈  .ሻ центріܯሺ∃∀݄ܶ - ∗ܶ ,்ܧ
Онда келесі шарттар эквивалентті: 

1) T теориясы –  -категориялы;  

2) T  теориясы–  -категориялы.  

Дəлелдеуі. )2)1  . Екі жағдайын қарастырамыз: 1) T   -PJ теория – йонсондық теория 

(кəдімгі мағынада); 2) Т  -PJ теория – йонсондық емес теория  (кəдімгі мағынада). 

1) Айталық )(* CThT   –  -категорлы болсын, мұндағы С – T  теориясының Т-əмбебап  Т-

біртекті моделі. Т теориясы, дербес жағдайда, йонсондық теория болып табылады[10]. *T  1 

теоремасы бойынша толық болғандықтан *T - 
MT )( *

 -ның  -категорлы модельді компаньонына ие. 

T  жəне *T , *T  жəне 
MT )( *

-ның модельді үйлесімділігі бойынша жəне модельді үйлесімді болу 

қатынасы транзитивті болғандықтан, біз 
MT )( *

 Т-мен модельді үйлесімді дейміз. Бұдан 

Робинсонның теоремасы бойынша
MT )( *

= *T , 
MT )( *

 Т-ның модельді компаньоны екені шығады. 

Демек, *T  модельді толық. Кемелдік критерийі бойынша Т-кемел. Тағы да кемелдік критерийі  

бойынша 
*ModTET  . Бұдан, *T  шарт бойынша   - категорлы болады, демек, TE -да 

изоморфизмге дейінгі дəлдікпен тек қана бір саналымды модель бар. Бұл модельді D арқылы 
белгілейміз.Айталық Т теориясының саналымды экзистенционалды емес тұйық кез келген А моделі 
D -ға изоморфты емес болсын. Онда берілген дерек бойынша А кейбір В- ға  - жалғасады, мұндағы 

 )( TEB .Қарастырып отырған теория йонсондық болғандықтан, )( AtB  жəне бізде TT EE )(  
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бар. Керісінше көрсетейік. Кемелдік бойынша *T  модельді толық жəне 
*ModTET  , демек, *T  

теориясының кез келдген моделі өте жай, онда 2 теоремасы бойынша *T  позитивті модельді толық. 

Онда, анықтамасы бойынша кез келген -формула кейбір позитивті -формуламен эквивалентті. 

Демек, TT EE )( . Сөйтіп, TT EE )( . Онда  TE -да да изоморфизмге дейінгі дəлдікпен тек бір 

ғана саналымды модель бар, яғни  DB  .  Онда В-да изоморфты  А-ның  -басы бар, жəне ол А D-
ға изоморфты емес деген тұжырымды жоққа шығарады. Сөйтіп, Т   - категорлы.  

)1)2  . Т теориясы   - категорлы делік. Керісінше болжайық, яғни *ModT -да екі саналымды 

изоморфты модельдер бар. Оларды А жəне В арқылы белгілейік. *TT   болса, онда 

ModTModT * , демек, А жəне В  *ModT -дан болса, онда Т –ның  -категорлылығына 
қайшылықты аламыз.  

2) Т PJ  теория –йонсондық емес теория болсын (кəдімгі мағынада). 

Бұл жағдайда дəлел тривиалды, қарастырып отырған  TE  класында  -жалғастырулар  -

батыру болып табылады жəне T -ның кез келген толықтыруы толық позитивті робинсондық теория 
болады.  
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