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       1[0, ], :[0, ] ; , , , 1,..., ,n n n
i iPC T R x T R x t C t t R i p     

причем  ix t и  ix t , ( 0,1,..., )i p , существуют и конечны;    i ix t x t  . 

 

Обратите внимание, что линейное векторное пространство  [0, ], nPC T R  является 

Банаховым пространством со следующей нормой 

 
1(( , ])

max , 1,2,...,
i iPC C t t

x x i p


   

Формулировка проблемы. Найти функцию  ( ) [0, ], nx t PC T R , которая при всех 

[0, ], , 1,2,...,it T t t i p    удовлетворяет интегро-дифференциальному уравнению (1), 

нелокальному интегральному условию (2) и при 1 21,2,..., , 0 ...i pt t i p t t t T        

удовлетворяет нелинейному предельному условию (3). 
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Рассматривается краевая задача для интегро-дифференциальных уравнений (ИДУ) 

тепло-и массообмена 

𝐿𝑘[𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)] =μk∫ ∆𝑢𝑘(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓𝑘(𝑥, 𝑡),
𝑡

0
k=1,2   (1) 

в области   𝑄𝑇 ≡ {(𝑥′, 𝑥𝑛, 𝑡): 𝑥
′ ∈ 𝑅𝑛−1, 𝑥𝑛 ∈ 𝑅+, 𝑡 ∈ ]0, 𝑇[}, 

удовлетворяющейначальным условиям 

𝑢𝑘(𝑥, 0) = 0             (2) 
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граничным условиям: 

∑ 𝑎𝑘𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)|𝑥𝑛=0 =2
𝑘=1 𝜑1(𝑥

′, 𝑡), (𝑥′, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇
(1)

≡ 𝑄𝑇(𝑥\𝑥𝑛),  (3) 

∑ 𝑏𝑘𝑛

𝜕𝑘𝑛𝑢2(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝑛
𝑘𝑛

|
𝑥𝑛=0

=𝑚
𝑘𝑛=0 𝜑2(𝑥

′, 𝑡), 𝑚 ≥ 1,   (4) 

где  𝐿𝑘 ≡
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜆𝑘∆,   ∆ − оператор Лапласа по переменной 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 𝑎𝑘,𝑏𝑘𝑛
, 𝜆𝑘, 𝜇𝑘 − заданные постоянные, причем 0 < 𝜆1 < 𝜆2,   𝜇𝑘 ≥ 0, 

𝑏𝑚 ≠   0, 𝑎𝑘  ≠  0 (𝑘 = 1,2). 

Решение задачи (1)- (4) ищется в виде [2]: 

𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) = −𝜓𝑘 ∗ 𝐺𝑥𝑛

(𝑘)[𝑥, 𝑡] + 𝑓𝑘 ∗ 𝐻(𝑥, 𝑡, 𝜇𝑘), k = 1,2,   (5) 

где  * - знак свертки,𝐺(𝑘)(𝑥, 𝑡) =
2𝜆𝑘 exp[−

|𝑥|

4𝜆𝑘𝑡

2
]

[2√𝜋𝜆𝑘𝑡]𝑛
,            𝐺𝑥𝑛

(𝑘)(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝐺(𝑘)(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝑛
, 

𝐻(𝑥, 𝑡, 𝜇𝑘) − функция Коши [1] для ИДУ (1). Справедлива  

Лемма. Если функции 𝜓2(𝑥
′, 𝑡) ∈ 𝐺

𝑥′,𝑡

2𝑘𝑛,𝑘𝑛(𝑄𝑇
(1)

)    и      𝑓2(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶𝑥𝑛

𝑘𝑛(𝑄𝑇), 

то   lim
𝑥𝑛→0

𝜕2𝑘𝑛−1𝑢2(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝑛
2𝑘𝑛−1 = −

1

(√𝜆2)𝑘𝑛
𝐹2

𝑘𝑛[𝜓2] ∗ 𝐺(2)[𝑥′, 0, 𝑡] + 𝑓2𝑥𝑛

(2𝑘𝑛−1)
∗ 𝐻(𝑥′, 𝜉𝑛 , 𝑡, 𝜇2),    𝑘𝑛 =

1, [
𝑚

2
]

⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
, 

lim
𝑥𝑛→0

𝜕2𝑘𝑛𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑛
2𝑘𝑛

=
1

(√𝜆2)𝑘𝑛
𝐹2

𝑘𝑛[𝜓2(𝑥
′, 𝑡)] + 𝑓2𝑥𝑛

(2𝑘𝑛)
∗ 𝐻(𝑥′, 𝜉𝑛 , 𝑡, 𝜇2),      𝑘𝑛 = 0, [

𝑚

2
]

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
, 

Где 𝐹2 ≡
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜆2∆𝑥′ ,     ⋯   , 𝐹2

𝑘𝑛 ≡ (
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜆2∆𝑥′)

𝑘𝑛

.   

Теперь, используя Лемму и подставляя функции 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡),  определяемые равенством (5), в 

граничные условия (3) и (4), получим СИДУ: 

 

{
 
 

 
 

∑ 𝑎𝑘
2
𝑘=1 𝜓𝑘(𝑥

′, 𝑡) + ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑘 ∗ 𝐻(𝑥′, 𝜉𝑛 , 𝑡, 𝜇𝑘)
2
𝑘=1 = 𝜑1(𝑥

′, 𝑡),

∑
𝑏2𝑘𝑛

(√𝜆𝑘)2𝑘𝑛
𝐹2

𝑘𝑛
[
𝑚

2
]

𝑘𝑛=0
[𝜓2(𝑥

′, 𝑡)] − ∑
𝑏2𝑘𝑛−1

(√𝜆2)2𝑘𝑛−1 𝐹2
𝑘𝑛[𝜓2] ∗ 𝐺2[𝑥′, 0, 𝑡] +

[
𝑚

2
]

𝑘𝑛=1

+∑ 𝑏𝑘𝑛
𝑓2𝑥𝑛

(𝑘𝑛)
∗ 𝐻(𝑥′, 𝜉𝑛 , 𝑡, 𝜇2) =𝑚

𝑘𝑛=0 𝜑2(𝑥
′, 𝑡).

    (6) 

Здесь [
𝑚

2
] =

𝑚

2
 или   

 
𝑚−1

2
 в зависимости от того, является 𝑚 четным или нечетным числом.  

Для упрощения системы (6), введем обратные операторы: 

𝐹2
−𝑚[𝜓2] = 𝜓2 ∗

𝑡𝑚−1

Г(𝑚)
𝐺2[𝑥′, 𝑡], 𝐹2

−
1

2[𝜓2] = 𝜓2 ∗
𝐺2[𝑥′, 𝑡]

√𝜋𝑡
 

и обозначая 2𝑘𝑛 = 𝑘𝑛
(1)

, 2𝑘𝑛 − 1 = 𝑘𝑛
(2)

 в системе (6), а затем исключая 

функцию𝜓2(𝑥
′, 𝑡)получиминтегральное уравнение Вольтерра-Фредгольма второго рода 

𝜓1(𝑥
′, 𝑡) + 𝜓1 ∗ 𝐾[𝑥′, 𝑡] = 𝛷(𝑥′, 𝑡),     (7) 

где ядро𝐾(𝑥′, 𝑡)удовлетворяет оценке  

|𝐾(𝑥′, 𝑡)| ≤ 𝑀(√𝑡)
−𝑛

𝑒𝑥𝑝 [−𝛿
|𝑥′|

2

𝑡
],     (8)   

𝑀,𝛿- некоторые положительные постоянные, функция 𝛷(𝑥′, 𝑡)зависит от функций 𝜑𝑘(𝑥
′, 𝑡), 

𝑓𝑘(𝑥
′, 𝑡), 𝑘 = 1,2. 
На основании оценки (8) интегральное уравнение (7) можно решить методом 

последовательных приближений.  

Итак, имеет место 
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Теорема. Если функции 𝜓2(𝑥
′, 𝑡) ∈ 𝐶

𝑥′,𝑡

2𝑘𝑛,𝑘𝑛(𝑄𝑇
(1)

) и 𝑓2(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶𝑥𝑛
𝑚 (𝑄𝑇), то существует решение 

𝑢𝑘(𝑥, 𝑡), определяемое равенством (5). 
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В данной работе исследуется нагруженное модифицированное уравнение Кортевега-де 

Фриза с источником, а именно рассматривается следующая система уравнений 

 
2

2

0 1 1 1 2 2

1

( ) ( , )(6 ) ( ) ( , ) ,

( ) , ( ) , 1,2,..., 2 ,

N

t x xxx x k k k k

k

k k k k k k

u t u x t u u u t u x t u f g f g

L t f f L t g g k N

 

 




    


   


  (1) 

где ( )t  и ( )t  заданные непрерывно дифференцируемые функции 

при начальном условии 

0( ,0) ( ),u x u x
1x R ,   (2) 

где начальная функция 0 ( )u x   x   обладает следующими свойствами: 

1)                                      01 ( )x u x dx





   ;                                                  (3) 

2) Оператор 
0

0

( )

(0)

( )

d
u x

dx
L i

d
u x

dx

 
 

  
   
 

 имеет ровно 2N  простых собственных значений 

1 2 2(0), (0), ..., (0)N   . 

В рассматриваемой задаче  1 2,
T

k k kf f f  является собственной вектор-функцией  

оператора 

( , )

( )

( , )

d
u x t

dx
L t i

d
u x t

dx

 
 

  
   
 

 

соответствующий собственному значению k , а  1 2,
T

k k kg g g  решение уравнения 

k k kLg g , для которой 

  1 2 2 1, ( ) 0, 1,2 ,k k k k k k kW f g f g f g t k N     (4) 

где ( )k t  - изначально заданные непрерывные функции t , удовлетворяющие условиям 
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