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Сонымен қатар өндірістердің құбыр арқылы тасымалдауға арналған жабдықтарды шығаратын 
жəне бəсекелесетін өндірістерді интенсивті дамыту, мысалы, мұнай-химиялық мекемелер пластмас-
тан құбырлар мен контейнерлерді жасайды. 

Ғылыми жəне инновациялық қызмет тəжірибесі 

Қазіргі уақытта бізде өндірістердің əр түрлі салаларында гидродинамикалық кешендерді игеру-
дің біршама тəжірибесі қалыптасты. Бұл тəжірибелер техникалық шешімдер мен технологиялардың 
жұмыс істеу қабілетін көрсетіп ғана қоймай, экономиканың жаңа бағытының тиімділігін айқындады. 

Проблеманың ғылыми жəне инновациялық шешуін мемлекеттік басқару жəне қаржыландыру 

Осыған дейін су арқылы тасымалдаудың барлық ғылыми өнімдері құрастырушылардың ықпалы 
негізінде, ал инновациялық бөлігі өндірістің тапсырысы бойынша орындалады.  

Біздің мемлекеттік қаржыландыру алу мақсатымыздың барлығы мəселеге тереңірек үңіліп, жан-
жақты зерттеулерді талап етіп ғана қоймай, құбыр арқылы қатты түйіршікті материалдарды тасымал-
дауын толық теріске шығаратын сын-пікірлер берумен аяқталып келді. Мемлекеттік қаржыландыруға 
біз əлі жеткен жоқпыз. Неліктен екенін талқыламай-ақ, өз ойымызды айта кетейік.  

Ғылыми-техникалық жəне технологиялық өнімдерді құрастыру, алғашқы сынақ өнімдері мен 
бұйымдарын құрастыру кезеңінің өзінде көптеген қаржы мен уақытты талап етеді. Əрине, мемлекет-
тік қаржыландыру бойынша шешім қабылдау үшін ұсынылған жоба авторларының қорғауымен аяқ-
талатын сараптамалық баға болу керек.  

Мемлекеттік заңдар кəсіпорындардың инновациялық өнімдерді сатып алуына жағдай жасауы 
тиіс, яғни жаңа технология мен өнімдерді кəсіпорындарда іске асыру үшін бұл кəсіпорынның эконо-
микалық тұрғыдан қызығушылығы болу қажет. Мысалы, жаңа өнімді өндіріске енгізген кəсіпорын-
нан өнімді өндіріске енгізгеннен түскен пайдадан біраз уақыт салық алмау тиіс.  

Біздің ойымызша, бұл бізге жаңалыққа əрқашан қызыға қарайтын өндірістегі қарапайым жұмыс-
шылардың арасындағы жұмыс істеуді жеңілдетеді.  
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МЕТОД  ХИРОТЫ  ДЛЯ  НАХОЖДЕНИЯ  ТОЧНЫХ  РЕШЕНИЙ   
НЕЛИНЕЙНЫХ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЙ  В  ЧАСТНЫХ  ПРОИЗВОДНЫХ 

Солитондық шешімдерін табу үшін синус-Гордон теңдеуіне Хирота əдісі қолданылды. Бір-, 
екі- жəне үшсолитонды шешімдер алынды. 

Hirota method is applied to the sine-Gordon equation for finding soliton solutions. One-soliton, two-
soliton, three-soliton solutions are found. 

 
1. Введение. Известно, что сложные физические явления связаны с нелинейными дифференци-

альными уравнениями в частных производных (НДУЧП). Эти уравнения применяются в физике, био-
логии, химии, механике и т.д. Исследование точных решений НДУЧП позволяют лучше понять явле-
ния, которые они описывают. В настоящее время существует много различных методов нахождения 
точных решений НДУЧП, такие как метод обратной задачи рассеяния [1], преобразование Бэклунда 
[1], tanh метод и др.  
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Одним из эффективных прямых методов нахождения точных решений НДУЧП является метод 
Хироты [2]. Этот метод был введен Хиротой в 1971 г. и является прямым методом построения соли-
тонных решений НДУЧП. Он основывается на следующей идее:  

 произвести замену зависимой переменной, которое должно привести эволюционное уравнение 
к так называемой билинейной форме, квадратичной по зависимым переменным; 

 записать билинейную форму через оператор Хироты (D-оператор); 
 рассмотреть формальные ряды теории возмущения для этого билинейного уравнения. В случае 
солитонных решений эти ряды обрываются; 

 произвести анализ коэффициентов параметра  . 
Оператор Хироты имеет следующий вид: 

 ' '
' '

' ' ,
( ) ( ) ( , ) ( , ) |n m n m

t x t t x x
D D a b a t x b t x

t t x x  

   
   

   
.  (1) 

В этой работе мы применяем метод Хироты для (2+1)-мерного уравнения синус-Гордон. Это 
уравнение играет важную роль во многих областях физики, в частности, в настоящее время оно на-
шло применение и в биологии [3–4]. А именно было предложено, что решения этого уравнения опи-
сывают вращательные движения оснований в однородной молекуле ДНК. Различные решения урав-
нения синус-Гордон найдены в работе [5]. В работах [3–4] строятся односолитонное, двухсолитонное 
решения этого уравнения. Здесь мы, в дополнение предыдущим работам [3–4], строим трехсолитон-
ное решение уравнения синус-Гордон.  

2. Солитонные решения. Рассмотрим (2+1)-мерное уравнение синус — Гордон в виде 
 sinxx yy ttu u u u    ,  (2) 

где , const   . Введем преобразование 

 4arctan
G

u
F

   
 

.  (3) 

Подставив (3) в (2), получим следующую билинейную форму: 
 2 2( )[( 2 ) ( 2 )xx x x xx yy y y yyF G G F G F GF G F G F GF        

 2 2( 2 ) ] 2 [( )tt t t tt xx x xx xG F G F GF GF GF FF F GG G           (4) 

 2 2 2 2( ) ( )] 0.yy y yy y tt t tt tFF F GG G FF F GG G          

Расщепив уравнения (4) и переходя к операторам Хироты, получим: 
 2 2 2 2 2 2[ ]( ) ( ), [ ]( ) 0.x y t x y tD D D F G F G D D D F F G G              (5) 

Решение (5) ищем в виде ряда теории возмущений по некоторому малому параметру :   
 (1) 3 (3) 5 (5) ...G G G G       ,  (6.а) 
 2 (2) 4 (4) 6 (6)1 ...F F F F        .  (6.б) 

Подставив (6) в (5), получим: 
 2 2 2 2 (2) 4 (4) 6 (6) (1) 3 (3) 5 (5)[ ]((1 ...) ( ...))y tD D D F F F G G G                  

 2 (2) 4 (4) 6 (6) (1) 3 (3) 5 (5)((1 ...)( ...)),F F F G G G                 (7.а) 

 2 2 2 2 (2) 4 (4) 6 (6) 2 (2) 4 (4) 6 (6)[ ]((1 ...) (1 ...)x y tD D D F F F F F F                   

 (1) 3 (3) 5 (5) (1) 3 (3) 5 (5)( ...) ( ...)) 0.G G G G G G                 (7.б) 
Приравняв к нулю коэффициенты при каждой степени  , имеем следующие системы: 

для (7.1) 
 1 2 2 2 (1) (1): [ ](1 ) ,x y tD D D G G        

 3 2 2 2 (3) (3) 2 2 2 (2) (1) (2) (1): [ ](1 ) [ ]( ) ( ),x y t x y tD D D G G D D D F G F G              

 5 2 2 2 (5) (5): [ ](1 )x y tD D D G G         

 = 2 2 2 (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4) (1)[ ]( ) ( ),x y tD D D F G F G F G F G           (8.а) 

 7 2 2 2 (2) (5) (4) (3) (6) (1): [ ]( )x y tD D D F G F G F G          

 (2) (5) (4) (3) (6) (1)( )F G F G F G     
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и для (7.2) 
0 2 2 2: [ ](1 1) 0,x y tD D D       
2 2 2 2 (2) (2) (1) (1): [ ](1 1 ) 0,x y tD D D F F G G           
4 2 2 2 (4) (2) (2) (4) (1) (3) (3) (1): [ ](1 1 ) 0,x y tD D D F F F F G G G G               (8.б) 
6 2 2 2 (6) (2) (4) (4) (2) (6)

(1) (5) (3) (3) (5) (1)

: [ ](1 1

) 0.

x y tD D D F F F F F F

G G G G G G

          

      
 

2.1. Односолитонное решение. Для нахождения односолитонного решения уравнения синус-
Гордон (2) возьмем  
 (1)G G  , 1F  ,  (9)  
где 1(1)G e ; 1 1 1 1 1a x b y c t      ; 1 1 1 1, , ,a b c   — вещественные числа. Подставив вышеприведенные 
выражения в (5), получаем следующие уравнения: 
 2 2 2 (1) (1)[ ](1 )x y tD D D G G     ,  (10.а) 

 2 2 2[ ](1 1) 0x y tD D D    ,  (10.б) 

 2 2 2 (1) (1)[ ]( ) 0x y tD D D G G     .  (10.в) 

Другие уравнения системы удовлетворяются тождественно. Рассмотрим уравнение (10.а), кото-
рое после преобразования примет вид  
 (1) (1) (1) (1)

xx yy ttG G G G    .  (11) 

Подставив выражения 1(1)G e  в (11), получим 
2 2
1 1

1

a b
c

 



. Уравнение (10.б) удовлетворя-

ет тождественно. Аналогично уравнение (10.в) принимает вид  

 
2 2 2(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)2( ) 0xx x yy y tt tG G G G G G G G G       ,  (12) 

которое после подстановки значения (1)G  выполняется тождественно. 
Пусть 1  , таким образом, имеем 1 ,G e 1.F   Односолитонное решение уравнения синус-

Гордон (2) имеет следующий вид: 
 14arctan( )u e ,  (13) 

где 1 1 1 1 1a x b y c t      ; 
2 2
1 1

1

a b
с

 



. Графики для односолитонного решения приведены на 

рисунке 1.  
 

 

Рис. 1. Односолитонное решение уравнения синус-Гордон: а) 1,  1  , 1 1 1a b  , 1 1с  , 1 0  ; 

б) 1,   1  , 1 1a  , 1 3b  , 1 3с  , 1 0    

2.2. Двухсолитонное решение. Чтобы построить двухсолитонное решение уравнения синус-
Гордон, мы положим (1)G G  , где 1 2(1)G e e   , 1,2i  ; 1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , ,a b c a b c   — вещественные 
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числа и 2 (2)1F F   , где (2)F  будет определен позже. Подставив выражения для G , F  в систе-
му (5), получим систему:  
 2 2 2 (1) (1)[ ](1 )x y tD D D G G     ,  (14.а) 

 2 2 2 (2) (1) (2) (1)[ ]( ) ( )x y tD D D F G F G     ,  (14.б) 

 2 2 2[ ](1 1) 0x y tD D D    ,  (14.в) 

 2 2 2 (2) (2) (1) (1)[ ](1 1 ) 0x y tD D D F F G G        ,  (14.г) 

 2 2 2 (2) (2)[ ]( ) 0x y tD D D F F    .  (14.д) 

После подстановки и некоторых вычислений уравнение (14.а) принимает вид 
 1 22 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2[ ] [ ] 0a b c e a b c e          ,  (15) 

из которого получаем 2 2 2
1 1 1a b c    , 2 2 2

2 2 2a b c    . Уравнение (14.б) пока не исследуем, так как 

нам неизвестно (2)F . Уравнение (14.в) выполняется тождественно. Из (14.г) имеем  
 1 2(2) (2) (2) 2 2 2

1 2 1 2 1 2(( ) ( ) ( ) )xx yy ttF F F a a b b c c e         .  (16) 

Решение этого уравнения ищем в виде 1 2(2)F Ae  . Подставив (2)F  в (16), находим: 

 
2 2 2

1 2 1 2 1 2
2 2 2

1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a a b b c c
A

a a b b c c

    


    
.  (17) 

Уравнение (14.д) удовлетворяет тождественно. Теперь возвращаемся к уравнению (14.б). Про-
стые вычисления дают 
 1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 1( ) ( ) ( )a b c e a b c e e e                 .  (18) 

Если положим 1  , то имеем 1 2G e e   и 1 21F Ae   . Таким образом, двухсолитонное ре-
шение уравнения синус-Гордон (2) имеет вид 

 
1 2

1 2

(1)

(2)
4arctan( ) 4arctan( )

1 1

G e e
u

F Ae

 

 


 

 
,  (19) 

где 1 1 1 1 2a x b y c t      ; 2 2 2 2 2a x b y c t      ; 
2 2
1 1

1

a b
с

 



; 

2 2
2 2

2

a b
с

 



; 

2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a a b b c c
A

a a b b c c

    


    
. Графики для двухсолитонного решения приведены на рисун-

ке 2.  
 

 
 

Рис. 2: Двухсолитонное решение уравнения синус-Гордон: в) 2,   1  , 1 1 1,a b   2 2 2a b  , 

1 0с  , 2 6с  , 1 0  , 2 0  ; г) 2,    1  , 1 1 1,a b   2 2 2a b  , 1 2с  , 2 10с  , 1 0  , 2 0   

2.3. Трехсолитонное решение. Чтобы построить трехсолитонное решение уравнения синус-
Гордон (2), положим 1 (1) 3 (3)G G G    , где 31 2(1)G e e e    ; i i i i ia x b y c t      , 1,2,3i  ; 
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1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3, , , , , , , , , , ,a b c a b c a b c    — вещественные числа и 2 (2)1 .F F    (3)G , (2)F  будут 
определены. Подставим G , F  в систему (5) и расмотрим коэфициенты при различных степенях  . 
Как результат получаем следующие уравнения: 
 2 2 2 (1) (1)[ ](1 )x y tD D D G G     ,  (20.а) 

 2 2 2 (3) (3) 2 2 2 (2) (1) (2) (1)[ ](1 ) [ ]( ) ( )x y t x y tD D D G G D D D F G F G            ,  (20.б) 

 2 2 2 (2) (3) (2) (3)[ ]( ) ( )x y tD D D F G F G     ,  (20.в) 

 2 2 2[ ](1 1) 0x y tD D D    ,  (20.г) 

 2 2 2 (2) (2) (1) (1)[ ](1 1 ) 0x y tD D D F F G G        ,  (20.д) 

 2 2 2 (2) (2) (1) (3) (3) (1)[ ]( ) 0x y tD D D F F G G G G        ,  (20.е) 

 2 2 2 (3) (3)[ ]( ) 0x y tD D D G G     .  (20.ж) 

Из (20.а) получаем 
 3 31 2 1 22 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( ) ( )a b c e a b c e a b c e e e e                ,  (21) 

откуда имеем 2 2 2
1 1 1a b c    , 2 2 2

2 2 2a b c    , 2 2 2
3 3 3a b c    . Уравнения (20.б) и (20.в) пока не 

рассматриваем, так как нам не известны функции (3)G , (2)F . Переходим к (20.г), которое 
удовлетворяется тождественно. Из (20.д) имеем 

 
2 2 2(2) (2) (2) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

xx yy tt xx x yy y tt tF F F G G G G G G G G G        .  (22) 

Отсюда, проделав некоторые вычисления, получим: 
 1 31 2(2) (2) (2) 2 2

1 2 1 2 1 2 1 3 1 3 1 3[( ) ( ) ( )] [( ) ( ) ( )]xx yy ttF F F a a b b c c e a a b b c c e                   

 2 32
2 3 2 3 2 3[( ) ( ) ( )] .a a b b c c e         (23) 

Решение (23) ищем в виде  
 1 3 2 31 2(2)

1 2 3F A e A e A e       .  (24) 
Подставляя (24) в левую часть (23), находим: 

 
2 2 2

1 2 1 2 1 2
1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a a b b c c
A

a a b b c c

    


    
,  (25.а) 

 
2 2 2

1 3 1 3 1 3
2 2 2 2

1 3 1 3 1 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a a b b c c
A

a a b b c c

    


    
,  (25.б) 

 
2 2 2

2 3 2 3 2 3
3 2 2 2

2 3 2 3 2 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a a b b c c
A

a a b b c c

    


    
.  (25.в) 

Определив (2)F , теперь можем вернуться к уравнениям (20.б) и (20.в). Уравнение (20.б) имеет 
вид  
 (3) (3) (3) (3) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1)( 2 2xx yy tt xx x x xx yy y y yyG G G G F G F G F G F G F G F G            

 (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1)2 ) ( )tt t t ttF G F G F G F G       (26) 

или, подставив значения (2) ,F  (1)G в (26), получаем: 

 1 2 3(3) (3) (3) (3) 2 2 2
1 1 2 3 1 2 3 1 2 3[ ( (( ) ( ) ( ) )xx yy ttG G G G e A a a a b b b c c c                  

 2 2 2 2 2
2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 3 2 3 1 2 3 1(( ) ( ) ( ) ) (( ) ( )A a a a b b b c c c A a a a b b b                 

 1 2 32
2 3 1 1 2 3( ) ))] [ ].c c c e A A A           (27) 

Решение (27) ищем в виде 
 1 2 3(3)G Be   .  (28) 

Подставив (28) в (27) и проделав некоторые вычисления, получим: 
 1 2 3B A A A .  (29) 

Из уравнения (21.в) имеем  
 (2) (3) (2) (3) (2) (3) (2) (3) (2) (3) (2) (3) (2) (3) (2) (3) (2) (3)2 2 2xx x x xx yy y y yy tt t t ttF G F G F G F G F G F G F G F G F G           

 (2) (3)( ).F G    (30) 
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Подставляя сюда выражения для (2)F , (3)G , убеждаемся, что это уравнение удовлетворяется то-
ждественно. Далее исследуем уравнение (20.е), которое перепишем в виде  
 (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (1) (3) (1) (3) (1) (3)( ) ( ) ( ) ( 2 )xx x yy y tt t xx x x xxF F F F F F F F F G G G G G G          

 (1) (3) (1) (3) (1) (3) (1) (3) (1) (3) (1) (3)( 2 ) ( 2 ) 0.yy y y yy tt t t ttG G G G G G G G G G G G         (31) 

После некоторых преобразований уравнение (31) принимает следующий вид: 
 1 2 32 2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3( [( ) ( ) ( ) ] [( ) ( ) ( ) ])e A A a a b b c c B a a b b c c                

 1 2 32 2 2 2 2 2 2
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3( [( ) ( ) ( ) ] [( ) ( ) ( ) ])e A A a a b b c c B a a b b c c                 

 1 2 32 2 2 2 2 2 2
2 3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( [( ) ( ) ( ) ] [( ) ( ) ( ) ]) 0,e A A a a b b c c B a a b b c c                  (32) 

откуда получаем 1 2 3B A A A . Уравнение (20.ж) после некоторых вычислений удовлетворяет тождест-

венно. Как и выше, положим 1  . Таким образом, имеем 3 1 2 31 2G e e e Be        , 
1 3 2 31 2

1 2 31F A e A e A e        . Окончательно для трехсолитонного решения уравнения синус-
Гордон получим следующее выражение: 

 
3 1 2 31 2

1 3 2 31 2
1 2 3

4arctan( )
1

e e e Be
u

A e A e A e

    

    

  


  
,  (33) 

где  

 i i i i ia x b y c t      , 1,2,3i  ; 
2 2
1 1

1

a b
с

 



; 

2 2
2 2

2

a b
с

 



; 

2 2
3 3

3

a b
с

 



;  

 
2 2 2

1 2 1 2 1 2
1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a a b b c c
A

a a b b c c

    


    
;

2 2 2
1 3 1 3 1 3

2 2 2 2
1 3 1 3 1 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a a b b c c
A

a a b b c c

    


    
;  

 
2 2 2

2 3 2 3 2 3
3 2 2 2

2 3 2 3 2 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a a b b c c
A

a a b b c c

    


    
; 1 2 3B A A A . 

3. Заключение. Таким образом, в данной работе описан метод Хироты (прямой метод), для на-
хождения точных решений НДУЧП. В частном случае мы применили его к (2+1)-мерному уравнению 
синус-Гордон. Построили для него односолитонное, двухсолитоное, трехсолитоное решения. Иссле-
довали решения при различных значениях. Отметим, что эффективность метода заключается в нахо-
ждении удобного преобразования и определении билинейной формы уравнения, что является одним 
из сложных этапом метода. Приведенный метод можно применить и для других нелинейных диффе-
ренциальных уравнений. 
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