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ТЕҢДЕУ ҮШIН БЕЙЛОКАЛ ШЕТТIК ЕСЕПТIҢ ШЕШIЛУI
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Бұл жұмыста ф.-м.ғ. д., профессор Д.С. Джумабаев ұсынған [1] параметрлеу әдiсi
арқылы үшiншi реттi сызықтық емес псевдопараболалық теңдеу үшiн бейлокал шеттiк
есептердiң шешiмдiлiгi және жинақтылық шарттары алынды. Параметрлеу әдiсi бойынша
қарастырылып отырған интервал шағын бѳлiктерге бѳлiнедi. Әрбiр бѳлiкте бастапқы мән-
дерге тәуелдi шешiмдер есептеледi, ал шеттiк шарттар параметрлер арқылы сипатталады.
Нәтижесiнде бастапқы есеп пара-пар параметрлiк есепке айналады, бұл шешiмдi табуды
жеңiлдетедi.

Зерттеу жұмысы [2-3] жұмыстардың негiзiнде жүргiзiлдi. [2-3] жұмыстарда параметр-
леу әдiсiнiң кѳмегiмен Бенджамин-Бона-Махони және Бенджамин-Бона-Махони-Бюргерс
теңдеулерi үшiн бейлокал шеттiк есептiң жуық шешiмiн табу алгоритмi құрастырылды.
Ұсынылған алгоритмiнiң орындалуы мен жинақтылығының жеткiлiктi шарттары алынды.
Сонымен бiрге, сызықтық емес теңдеуге арналған бейлокал шеттiк есептiң оқшауланған
шешiмi бар болатын облыс құрылды. Дәл және жуық шешiмi арасындағы бағалаулар
алынды.

Ω = [0, X]× [0, T ] облысында үшiншi реттi сызықтық емес псевдопараболалық теңдеу
үшiн бейлокал шеттiк есеп қарастырылады:

∂3u (x, t)

∂x2∂t
= f

(
x, t, u (x, t) ,

∂u (x, t)

∂t
,
∂2u (x, t)

∂x2

)
, (x, t) ∈ Ω, u ∈ R, (1)

u (0, t) = φ (t) , t ∈ [0, T ] , (2)
∂u (0, t)

∂x
= ψ (t) , t ∈ [0, T ] , (3)

b1 (x)
∂2u (x, 0)

∂x2
+ b2 (x)

∂2u (x, T )

∂x2
+ b3 (x)

∂u (x, 0)

∂t
+ b4 (x)

∂u (x, T )

∂t
+

+b5 (x)u (x, 0) + b6 (x)u (x, T ) = θ (x) , x ∈ [0, X] , (4)

мұндағы f : Ω × R × R × R → R үзiлiссiз, θ (x) , bj (x) , j = 1, 6 функциялары [0, X]
аралығында үзiлiссiз, φ (t) , ψ (t) функциялары [0, T ] аралығында үзiлiссiз.

Қарағанды, 2025

Buk
eto

v U
niv

ers
ity



Пәнаралық ғылыми зерттеулердiң ѳзектi мәселелерi 104

Үшiншi реттi сызықтық емес псевдопараболалық теңдеу үшiн бейлокал шарттары
бар шеттiк есептi шешудiң алғашқы қадамдары сызықтық теңдеудi шешумен ұқсас
жүргiзiледi. Сондықтан бастапқы кезеңдерге қысқаша тоқталайық. Жаңа айнымалы және
функционалдық қатынастар енгiзу арқылы (1)-(4) бейлокал шарттары бар шеттiк есеп
сызықтық емес (5)-(6) интегралдық-дифференциалдық теңдеу үшiн бейлокалшеттiк есепке
келтiрiледi. Одан кейiн параметрлеу әдiсiн қолдану үшiн h>0: Nh=T қадамы бойынша
[0, T ) =

⋃N
r=1 [(r − 1)h, rh) , N = 1, 2, . . .. бѳлiктеуi жүргiзiледi. Сонда (5)-(6) шеттiк есебi

(7)-(9) пара-пар шеттiк есепке кѳшедi. (7)-(9) есебiнде λr (x) = wr (x, (r − 1)h) белгiлеуi
және w̃r (x, t) = wr (x, t) − λr (x) , r = 1, N алмастыруын енгiзу арқылы λr (x) белгiсiз
функциясына тәуелдi (7)-(9) есебiне пара-пар (10)-(13) шеттiк есебi алынады.

(10), (11) есебi λr (x)-тiң бекiтiлген мәндерiнде интегралдық-дифференциалдық теңдеу
үшiн бiрпараметрлi Коши есебi болып табылады және келесi сызықтық емес интегралдық
теңдеуге пара-пар

w̃r (x, t) =

∫ t

(r−1)h

f(x, t, φ(t) + ψ(t)x+

∫ x

0

∫ ξ

0

w (ξ1, t) dξ1dξ, φ′(t) + ψ′(t)x+

+

∫ x

0

∫ ξ

0

∂w (ξ1, t)

∂t
dξ1dξ w(x, t))dτ. (14)

(14)-теңдеуде t→ rh− 0 ұмтылғанда шекке кѳшiп, (12), (13)-те limt→rh−0 w̃r(x, t),

lim t→ rh− 0∂w̃N (x,t)
∂t

, r = 1, N орнына оған сәйкес белгiсiз функциялар λr (x) , r = 1, N
үшiн оң жақ бѳлiктерiн қойып және (12) теңдеудiң екi жағын да h>0 кѳбейту арқылы келесi
теңдеулер жүйесiн аламыз:

lim
t→rh−0

w̃r(x, t), lim t→ rh− 0
∂w̃N(x, t)

∂t
, r = 1, N (15)

{λr (x) , w̃r (x, t)}, r = 1, N функциялар жүйесiн табу үшiн, f функциясы және h>0
бѳлiктеу қадамы арқылы анықталатын (15), (14) теңдеулерiнен тұратын тұйықталған
теңдеулер жүйенi аламыз.

h > 0 : Nh = T (N = 1, 2, . . .) қадамын және

λ(0) (x) = (λ
(0)
1 (x) , λ

(0)
2 (x) , . . . , λ

(0)
N (x)′ ∈ C

(
[0, ω] , RN

)
вектор-функциясын таңдап, λr (x) = λ

(0)
r (x) , r = 1, N болған жағдайда, (10)-(13)

есебiнiң шешiмi w̃(0)
r (x, t) ∈ C̃ (Ωr, R) , r = 1, N бар болады. λ(0) (x) ∈ C

(
[0, X] , RN

)
жиынын G0 (f, x, h) деп белгiлеймiз, ал λ(0) (x)-ке сәйкес (10)-(13) есебiнiң шешiмдер
жиынын

w̃(0)
r (x, [t]) =

(
w̃

(0)
1 (x, t) , w̃

(0)
2 (x, t) , . . . , w̃

(0)
N (x, t)

)′
арқылы белгiлеймiз.

λ(0) (x) ∈ G0 (f, x, h) функциясын, w̃(0) (x, [t]) шешiмiн және ϕ1 > 0, ϕ2 > 0 сандарын
алып, келесi жиындар құрылады:

S
(
λ(0) (x) , ϕ1

)
= (λ1 (x) , λ2 (x) , . . . , λN(x))′ ∈ C([0, X] , RN) :
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∥∥Ar(x)− A(0)
r (x)

∥∥ < φ1,r, r = 1, N

S
(
w̃(0) (x, [t]) , ϕ1ϕ2

)
= (w̃1 (x, t) , w̃2 (x, t) , . . . , w̃N (x, t))′ , w̃r (x, t) ∈ C

(
Ωr, R

N
)
:∥∥w̃n(x, t)− w̃(0)

n (x, t)
∥∥ < φ1φ2, (x, t) ∈ Ωn, r = 1, N

G0 (ϕ1 (x) , ϕ2) = {(x, t, w) : (x, t) ∈ Ω,∥∥w − A(0)
r (x)− w(0)

r (x, t)
∥∥ < φ1(1 + φ2), (x, t) ∈ Ωr, r = 1, N∥∥∥w − A

(0)
0 (x)− lim

t→T
w(0)
r (x, t)

∥∥∥ < φ1(1 + φ2), t = T

U (f, L1, L2, L3, x, h) арқылы

(λ(0) (x) , w̃(0)
r (x, [t]) , u(0) (x, [t]) ,

∂u(0) (x, [t])

∂t
, ϕ1, ϕ2)

функцияларжиынтығынбелгiлеймiз. Бұлжиынтықта f (x, t, u, ut, w)функциясыG0 (ϕ1, ϕ2)
жиынында f ′

w (x, t, u, ut, w) , f
′
u (x, t, u, ut, w) , f

′
ut (x, t, u, ut, w)дербес туындыларыбаржәне∥∥F i

1(x, t, u, ut, w)
∥∥ ≤ L1,

∥∥F i
ut(x, t, u, ut, w)

∥∥ ≤ L2,
∥∥F i

u(x, t, u, ut, w)
∥∥ ≤ L3.

мұндағы L1, L2, L3 − const.
{λr (x) , w̃r (x, t)}, r = 1, N жүйесi бойынша {λ (x) , w̃ (x, [t])} жұбын құрамыз, мұн-

дағы,
λ (x) = (λ1 (x) , λ2 (x) , . . . , λN (x))′ ,

w̃ (x, [t]) = (w̃1 (x, t) , w̃2 (x, t) , . . . , w̃N (x, t))′ .

(10)-(13) есебiнiң бастапқы жуықтауы ретiнде w̃(0) (x, [t]) функциясын алып, тѳмендегi
алгоритм бойынша тiзбектi жуықтауларды құрастырамыз:

1-қадам. w̃r (x, t) = w̃
(0)
r (x, t)деп алып, (10)және (15) теңдеулерiнен ∂w̃

(1)
r (x,t)
∂t

, λ
(1)
r (x) , r =

1, N функцияларын табамыз. (14) интегралдық теңдеуден w̃(1)
r (x, t) функциясы анықтала-

ды.
2-қадам. w̃r (x, t) = w̃

(1)
r (x, t)деп алып, (10)және (15) теңдеулерiнен ∂w̃

(2)
r (x,t)
∂t

, λ
(2)
r (x) , r =

1, N функцияларын табамыз. (14) интегралдық теңдеуден w̃(1)
r (x, t) функциясы анықтала-

ды.
Үдерiстi жалғастыра отырып, k-шы қадамда

{
∂w̃

(k)
r (x,t)
∂t

, λ
(k)
r (x) , w̃

(k)
r (x, t)

}
функциялар

үштiгiнен тұратын жүйе алынады.
Ұсынылған алгоритмнiң жүзеге асырылуы, жинақтылығы және функционалдық пара-

метрлерi (10)–(13) теңдеулер жүйесiне сәйкес кѳпсипатты шеттiк есептiң шешiмiнiң бар
болуына жеткiлiктi шарттар келесi теоремада келтiрiлген.

1-теорема. Барлық (x, λ (x) , w̃ (x, [·])) үштiгi үшiн, мұндағы x ∈ [0, X] , ∂Qh(x,λ(x),w̃(x,[·]))
∂λ

Якоби матрицасы қайтымды болатындай h > 0 : Nh = T, (N = 1, 2, . . .) қадамы, ϕ1 >

0, ϕ2 > 0,
(
λ(0) (x) , w̃

(0)
r (x, [t]) , ϕ1, ϕ2

)
∈ U (f, L1, L2, L3, x, h) сандары бар болсын және

келесi теңсiздiктер орындалсын:

1.
∥∥∥∂Φh(αλ(x),δ)(x,t,[·])∂λ

∥∥∥−1

≤ p̃(h)
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2. q̃ (h) = hµ
(
1 + L2

∫ ω
0

∫ x
0
eL2

ξ2

2 dξdx
)
< 1 мұндағы

L2

∫ ω
0

∫ x
0
eL2

ξ2

2 dξdx =
∑∞

n=1
Ln2ω

2n

2n−1(n−1)!(2n−1)(2n)
,

3. [ap(α, h)]T maxx∈[0,X] ∥p(x)∥maxx∈[0,X] ∥p0(x)∥maxx∈[0,X]

∥∥Qh

(
x,A(0)(x), w̃(0)(x, [·])

)∥∥+
+p̃(h)maxx∈[0,X]

∥∥Qh

(
x,A(0)(x), w̃(0)(x, [·])

)∥∥ < ϕ1

4. h
1−δ(h) maxx∈[0,X] ∥p0(x)∥ < ϕ2

мұндағы µ = e−
ω2

2

(
L2 +

ω2

2
+ L4

) (
1 + h2p(h)maxx∈[0,X] ∥p(x)∥

)
p0 (x) =

(
L3
x2

2
+ L2

∫ x

0

∫ ξ

0

eL2
ξ1

2

2

(
L3
ξ1

2

2
+ L1

)
dξ1dξ + L1

)
,

p (x) =

(
p1 (x) + p̃2 (x) + p3 (x)

x2

2!

)
ehγ̃(h)p̃2(x),

p1 (x) = L1max {hb2x, 1,

p2(x) = L4max{h∥b2(x)∥, 1}+ h∥b2(x)∥+ h∥b4(x)∥,

p3(x) = L4max{h∥b2(x)∥, 1}+ h∥b2(x)∥+ h∥b6(x)∥.

p̃2 (x) = p2 (x)

∫ x

0

∫ ξ

0

e
L2ξ

2
1

2

(
L3
ξ21
2!

+ L1

)
dξ1dξ.

Онда осы алгоритм арқылы анықталған {λ(k) (x) , w̃(k)
r (x, [t])}, k = 1, 2, . . . , тiзбек

S
(
λ(0) (x) , ϕ1

)
×S

(
w̃

(0)
r (x, [t]) , ϕ1ϕ2

)
жиынында (10)-(13) есебiнiңшешiмi

(
λ∗ (x) , w̃∗ (x, [t])

)
функцияларына жинақталады және келесi бағалаулар орындалады:

1.
∥∥λr − λ(k+1)

∥∥
2
≤ ≤ [hγ̃(h)]kmaxx∈[0,X] ∥p0(x)∥maxx∈[0,X] ∥

p(x)∥ [q̃(h)]k

1−q̃(h) maxx∈[0,X]

∥∥Qh

(
x,A(0)(x), w̃(0)(x, [·])

)∥∥
2.
∥∥∥w̃∗

r − w̃
(k+1)
r

∥∥∥
2
≤ ≤ [q̃(h)]k+1

1−q̃(h) hγ̃(h)maxx∈[0,X]

∥p0(x)∥maxx∈[0,X]

∥∥Qh

(
x,A(0)(x), w̃(0)(x, [·])

)∥∥
Сонымен бiрге, (10)-(13) есебiнiң кез келген (λ (x) , w̃ (x, [t])) шешiмi S

(
λ(0) (x) , ϕ1

)
×

S
(
w̃

(0)
r (x, [t]) , ϕ1ϕ2

)
жиынында оқшауланған.

(1)-(4) және (10)-(13) есептерiнiң пара-парлығынан және 1-теоремадан 2-теорема.
Егер 1-теореманың шарттары орындалса, онда {u(k) (x, t)}, k = 1, 2, . . ., функциялар тiз-
бегi S

(
u(0) (x, t) ,Φ (x)

)
жиынында орналасқан және (1)-(4) есебiнiң u∗ (x, t) шешiмiне

S
(
u(0) (x, t) ,Φ (x)

)
iшiнде жинақталады және келесi бағалаулар орындалады:∥∥w∗(x, t)− u(k)(x, t)

∥∥ ≤ (hγ̃(h)) max
x∈[0,X]

∥p0(x)∥+

+q̃(h) max
x∈[0,X]

∥p0(x)∥
[q̃(h)]k+1

1− q̃(h)
max
x∈[0,X]

∥∥Qh

(
x,A(0)(x), w̃(0)(x, [·])

)∥∥ , (x, t) ∈ Ω

Сонымен бiрге, (1)-(4) есебiнiң кез келген шешiмi S
(
u(0) (x, t) ,Φ (x)

)
жиынында оқшау-

ланған.
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Аннотация.
В этой статье мы получаем две теоремы об априорных оценках решений нелинейных

уравнений в конечномерномпространстве. Эти теоремыдоказаныпри выполнениинекото-
рых условий, которые заимствованы из условий которым удовлетворяют конечномерные
аппроксимации одного класса нелинейных начально-краевых задач.

1. Введение и о происхождении задачи
Многие задачи математической физики благодаря закону сохранения энергии позво-

ляют доказать существование решения, которое удовлетворяет энергетической оценке.
Энергетическая оценка в случае, когда количество пространственных переменных n не
меньше чем 3, обычно не позволяет использовать теорию возмущений.

Решения, которые не позволяют (точнее, не могут позволить) использовать теорию
возмущений, называются (обычно) "слабыми" решениями.

Возможность использовать теорию возмущений очень важна в задачах математической
физики. Поэтому в теории дифференциальных уравнений сильно интересуются вопросами
существования решения, позволяющего использовать теорию возмущений.

Решение уравнения, которое позволяет использовать теорию возмущений, математи-
чески называют "сильным" решением (не всегда).

Многие задачи математической физики могут быть записаны в "ограниченной записи"
(в виде интегрального уравнения) обычно следующего вида

f(u) = u+ L(u) = g, (1)

гдеL(u) – нелинейная часть. Это уравнение изучается часто в метрике некоторого Банахова
или Гильбертова пространства H .
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