
Пәнаралық ғылыми зерттеулердiң ѳзектi мәселелерi 93

[4] Kal’menov T.Sh., Koshanov B.D., Nemchenko M.Y. Green Function Representation in the
Dirichlet Problem for Polyharmonic Equations in a Ball //Doklady Mathematics. 2008. V.78(1).
P. 528–530.

[5] Koshanov B.D., Kuntuarova A.D. Equivalence of the Fredholm solvability condition for the
Neumann problem to the complementarity condition //Journal of Mathematics, Mechanics
and Computer Science. 2021. V. 111(3). P. 39–51.

[6] Karachik V.V. Construction of Polynomial Solutions to the Dirichlet Problem for the
Polyharmonic Equation in a Ball //Comp. Math. and Math. Physics. 2014. V. 54. P. 1122–1143.

[7] Karachik V. Green’s functions of some boundary value problems for the biharmonic equation
//Complex Var. and Elliptic Eq. 2022. V. 67. P. 1712–1736.

[8] arachik V., Turmetov B., Yuan H. Four Boundary Value Problems for a Nonlocal Biharmonic
Equation in the Unit Ball //Mathematics. 2022. 10. 1158.

[9] Karachik V.V., Torebek B.T. On the Dirichlet-Riquier problem for biharmonic equations
//Math. Notes. 2017. V. 102. P. 31–42.

[10] Karachik V.V. Dirichlet and Neumann boundary value problems for the polyharmonic
equation in the unit ball //Mathematics. 2021. 9. 1907.

[11] Karachik V.V. Green’s Functions of the Navier and Riquier-Neumann Problems for the
Biharmonic Equation in the Ball //Differential Eq. 2021. V. 57. P. 654–668.

[12] Sweers G. A survey on boundary conditions for the biharmonic //Complex Var. and Elliptic
Eq. 2009. V. 54. P. 79–93.

[13] Karachik V. Riquier-Neumann Problem for the Polyharmonic Equation in a Ball //Mathematics.
2023; 11: 1000.

[14] Кангужин Б.Е., Кошанов Б.Д. Необходимые и достаточные условия разрешимости
краевых задач для полигармонического уравнения //Уфимский математический
журнал. 2010. Т. 2(2). С. 41–52.

[15] Koshanov B.D. About solvability of boundary value problems for the nonhomogeneous
polyharmonic equation in a ball //Journal Advances in Pure and Applied Math. 2013. V. 4(4).
P. 351–373.

[16] Soldatov A.P. On the Fredholm property and index of the generalized Neumann problem
//Differential eq. 2020. V. 56. P. 212–220.

[17] Koshanov B., Soldatov A. On Fredholm solvability and on the index of the generalized
Neumann problem for an elliptic equation //Complex Var. and Elliptic Eq. 2022. V. 67(12). P.
2907–2923.

[18] Соболев С.Л. Введение в теорию кубатурных формул. -М.: Наука, 1974. -809 с.

ГУРСА ЕСЕПТЕРI ЖӘНЕ ОЛАРДЫШЕШУ
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Математикалық физикада ДТДТ физикалық құбылыстарды модельдеу үшiн кеңiнен
қолданылады. ДТДТ-ге қойылатын есептердiң iшiнде Коши есебi, Дирихле есебi, Нейман
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есебi және Гурса есебi сияқты түрлерi бар. Гурса есебi гиперболалық типтегi теңдеулер
үшiн қойылады және оның шешiмi белгiлi бiр ерекшелiктерге ие[2].

Гурса есебiнiң қойылымы:
Екi тәуелсiз айнымалысы бар гиперболалық типтегi ДТДТ қарастырайық:

(x, y)u{xx}+2B (x, y)u{xy}+C (x, y)u{yy}+D (x, y)ux ++E (x, y)uy+F (x, y)u = G (x, y)
(1)

мұнда u (x, y) – iзделiндi функция, ал A,B,C,D,E,F,G – берiлген функциялар. Гипербола-
лық тип үшiн B2 − AC > 0 шарты орындалуы керек.

Гурса есебi келесi шарттарды қанағаттандыратын u (x, y) функциясын табудан тұрады:
Теңдеудi қанағаттандыру:

A (x, y)u{xx}+2B (x, y)u{xy}+C (x, y)u{yy}+D (x, y)ux+E (x, y)uy+ F (x, y)u = G (x, y) .
(2)

Екi қисық бойындағы шарттар:

u (x, y) = φ (x) , (x, y) ∈ Γ1 (3)

u (x, y) = ψ (y) , (x, y) ∈ Γ2 (4)

мұнда және – берiлген қисықтар, ал φ (x) және ψ (y) – берiлген функциялар.
Гурса есептерiн шешу әдiстерi: Гурса есептерiн шешу үшiн әртүрлi әдiстер қолданы-

лады, соның iшiнде:
1. Интегралдық теңдеулер әдiсi: Бұл әдiс Гурса есебiн интегралдық теңдеуге келтiруге

негiзделген. Содан кейiн интегралдық теңдеудi шешу арқылы u (x, y) функциясы
табылады.

2. Риман әдiсi: Риман әдiсi гиперболалық типтегi теңдеулердi шешу үшiн арнайы Ри-
ман функциясын қолданады. Бұл әдiс арқылы Гурса есебiнiң шешiмiн аналитикалық
түрде табуға болады.

3. Сандық әдiстер: Егер аналитикалық шешiм табу мүмкiн болмаса, сандық әдiстер
(мысалы, ақырлы айырымдар әдiсi) қолданылады [4].

Гурса есептерiнiң қолданылуы:
Гурса есептерiнiң қолданылу аясы ѳте кең:
1. Газ динамикасы: Дыбыс жылдамдығынан жылдам қозғалатын денелердiң айнала-

сындағы газдың қозғалысын модельдеу.
2. Электродинамика: Электромагниттiк толқындардың таралуын сипаттау.
3. Серпiмдiлiк теориясы: Қатты денелердегi кернеулердi және деформацияларды зерт-

теу.
Нақты мысалдар:
Мысал 1: Толқын теңдеуi: Толқын теңдеуi қарастырайық:

u{tt} − c2u{xx} = 0, (5)

мұнда u (x, t)– толқынның амплитудасы, c – толқынның таралу жылдамдығы. Гурса есебi
келесi шарттармен берiледi:

u (x, 0) = φ (x) (6)

u (0, t) = ψ (t) , (7)
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мұнда φ (x) және ψ (t) – берiлген функциялар. Шешiмi: Д’Аламбер формуласын қолдану
арқылы шешiмдi табуға болады:

u (x, t) =
1

2
[φ (x+ ct) + φ (x− ct)] +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
ψ (r) dτ (8)

Мысал 2: Транссоникалық ағын
Транссоникалық ағынды сипаттайтын теңдеу (Чаплыгин теңдеуi):

u{θθ} +m (θ)u{rr} = 0, (9)

мұнда u (r, θ) – ағынның жылдамдық потенциалы, m (θ) – ағынның жылдамдығына
тәуелдi функция. Гурса есебi келесi шарттармен берiледi:

u (r, 0) = φ (r) , (10)

u (0, θ) = ψ (θ) , (11)

мұнда φ (r) және ψ (θ) – берiлген функциялар.
Шешiмi: Бұл есептi шешу үшiн Риман әдiсiн немесе сандық әдiстердi қолдануға болады,

себебi Чаплыгин теңдеуiнiң аналитикалық шешiмi әрқашан табыла бермейдi.
Жаңалықтар мен соңғы зерттеулер:
Соңғы жылдары Гурса есептерiнiң теориясы мен қолданылуы бойынша бiрнеше жаңа

бағыттар пайда болды. Солардың кейбiрiн қарастырайық:
1. Фракталды ДТДТ үшiн Гурса есептерi:

• Фракталды ДТДТ табиғаттағы күрделi құбылыстарды, мысалы, кеуектi орталар-
дағы сұйықтықтың ағуын немесе турбуленттiлiктi модельдеу үшiн қолданыла-
ды.

• Фракталды туындыларды қолдану арқылы Гурса есептерiнiң жалпыламаларын
құруға болады[1].

• Мысал: Фракталды толқын теңдеуi:
• Dα

t u− c2Dβ
xu = 0, мұнда Dα

t D
β
x – фракталды туындылар. Бұл теңдеуге Гурса

типтегi шарттар қою арқылы фракталды ортадағы толқындарды зерттеуге
болады.

2. Керi есептер үшiн Гурса шарттары:
• Керi есептерде ДТДТ-нiң коэффициенттерiн немесе шекаралық шарттарын
белгiлi бiр ѳлшеулер арқылы анықтау керек [2].

• Гурса шарттарын керi есептер үшiн қосымша ақпарат ретiнде қолдануға болады.
• Мысал: Толқын теңдеуi үшiн керi есеп:
• u{tt} − c2 (x)u{xx} = 0 мұнда c (x) – белгiсiз функция. Гурса шарттары u (x, 0) =
φ (x) және u (0, t) = ψ (t) берiлген болса, c (x)-тi анықтауға болады.

• Шешу әдiстерi: Керi есептердi шешу үшiн итерациялық әдiстер, регуляризация
әдiстерi және оптималды басқару теориясы қолданылады.

3. Жасанды интеллект және машиналық оқыту әдiстерi:
• Соңғы жылдары ДТДТ шешiмдерiн табу үшiн машиналық оқыту әдiстерi
кеңiнен қолданылуда.
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• Нейрондықжелiлердi қолдану арқылыГурса есептерiнiңшешiмдерiнжуықтауға
болады.

• Мысал: Физикамен байланысты нейрондық желiлер (Physics-Informed Neural
Networks, PINNs) ДТДТ-нiң шешiмiн табу үшiн теңдеудiң ѳзiн және шекара-
лық шарттарды ескередi. PINNs-тi Гурса есептерiн шешу үшiн де қолдануға
болады[3].

4. Сандық әдiстердi жетiлдiру:
• Гурса есептерiн сандық түрде шешу үшiн ақырлы элементтер әдiсi, ақылы
кѳлемдер әдiсi және спектрлiк әдiстер қолданылады.

• Соңғы зерттеулер сандық әдiстердiң дәлдiгiн және тиiмдiлiгiн арттыруға бағыт-
талған.

• Мысал: Адаптивтi торларды қолдану арқылы шешiмнiң ерекшелiктерi бар
аймақтарда есептеу дәлдiгiн арттыруға болады.

Қорытынды:
Гурса есептерi математикалық физикада маңызды рѳл атқарады және гиперболалық

типтегi ДТДТ-ге қойылатын есептердiң бiрi болып табылады. Жаңа зерттеулер фракталды
ДТДТ, керi есептер және машиналық оқыту сияқты бағыттарда Гурса есептерiнiң қол-
данылу аясын кеңейтуде. Бұл жаңалықтар Гурса есептерiнiң физикалық құбылыстарды
модельдеудегi рѳлiн одан әрi арттырады.
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Пусть φ(x) > 0 — монотонная и ограниченная функция на интервале x ∈ [0, ω]. В
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