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В области Q̄T =
{
(x, t) : x = (x1, x2, x3) ∈ Ω̄ = [0 ≤ xα ≤ lα, α = 1, 2, 3] , t ∈ [0, T ]

}
рас-

смотрена следующая нелинейная начально-краевая задача

∂

∂t
(∆3u− u) + u3 = 0, (x, t) ∈ QT , (1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω̄, (2)

u|∂Ω = 0, t ∈ (0, T ], (3)

где ∆3 = ∂2

∂x21
+ ∂2

∂x22
+ ∂2

∂x23
- трехмерный оператор Лапласа, QT = Ω × (0, T ], Ω =

{0 < xα < lα, α = 1, 2, 3}.
Уравнение (1) описывает квазистационарные процессы в полупроводниках при нали-

чии стационарного распределения источников тока свободных зарядов [1].
Условие (3) означает, что граница полупроводниковой среды является заземленной и

идеально проводящей.

Построим подпространство
◦
Ḣh,, аппроксимирующий H , гильбертово пространство

со скалярным произведением (u, ϑ) нормой ∥·∥. Здесь
◦
Ḣh, - пространство дискретных

функции обращающихся в нуль на граничных точках. Сначала аппроксимируем уравнение
(1) методомконечных разностейпопространственнымпеременным, в результате получаем
задачу Коши для системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка

D
duh
dt

= F (uh), uh(0) = uh,0, (4)
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где D =
∑3

m=1 Λm − E линейный постоянный оператор действует из
◦
Ḣh− >

◦
Ḣh

Λm =
1

h2m


−2 1 0 · · · · · · 0
1 −2 1 0 · · · 0
0 1 −2 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · 1 −2 1
0 · · · 0 1 −2

 , E =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · 1 0
0 · · · 0 1

 .

Здесь D∗ = D > 0,, ∀t ≥ 0, F (uh) = −u3h,, uh = uh(t) ∈ Hh,, f(uh) ∈ Hh, Λmuh =
uh, xmx̄m,m = 1, 2, 3, uh - значение функции в фиксированном узле x = (i1h1, i2h2, i3h3).
Разностный оператор (матрица)D аппроксимирует дифференциальный оператор∆3u− u
со вторым порядком, т.е. O (|h|2) , |h| =

√
h21 + h22 + h23. Кроме того, отметим, что оператор

D невырождена, следовательно, существует обратный оператор D−1.
Далее рассмотрим вопросы повышения аппроксимации дифференциального оператора

∆3u− u. Для этого воспользуемся разложением ряда Тейлора, т.е. Λmu = Λmu+
h2

12
Λmu+

O (h4m) , m = 1, 3. Следовательно, оператор D̄ =
(
1 + h2

12

)∑3
m=1 Λm−E аппроксимирует

∆3u− u четвертым порядком, т.е. O(|h|4). Тогда задача (4) имеет вид

D̄
duh
dt

= F (uh) , uh(0) = uh, 0 (5)

Для дискретизации задачи Коши (5) используются методы Рунге-Кутты первого
(схемы Эйлера), второго и четвертого порядков, а также А-устойчивые методы Бобкова [3]
различных порядков. На основе результатов работы [2] доказаны теоремы об устойчивости
и точности численных алгоритмов. Приведены алгоритмы реализации схемы. На основе
тестовых задач проведены численные расчеты, которые подтверждают теоретические
выводы.
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