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УДК 624.04(07) 
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Карагандинский государственный университет им. Е.А.Букетова 

РАСЧЕТ  РАМНОЙ  КОНСТРУКЦИИ  НА  УСТОЙЧИВОСТЬ  С  УПРУГИМИ  УЗЛАМИ 

Жүгі бар крандық арбадан түсірілген жүктемеге рамалық конструкциялар түйіндерінің əр 
түрлі байланыстары қарастырылады. Түйіндік байланыстардың серпімділік коэффициен-
тінің өзгеру əсері ескеріледі. Қатты түйіндері бар серіппелі түйіндерінің салыстырмалы 
талдауы өткізілді. 

Various interfaces of knots frame constructions on mobile loading from crane carriages with cargo 
are regarded. Influence of change of factor of elasticity of central interfaces is considered. The com-
parative analysis of elasto-yielding knots with rigid knots is carried out. 

 
В существующих методах расчета [1] пока не в полной мере учитывается влияние податливости 

узловых сопряжений в рамных конструкциях. В основном это объясняется недостаточной изученно-
стью взаимодействия элементов как в упругой, так и в пластической стадиях работы. Поэтому, как 
правило, расчет рамных конструкций производится по расчетным схемам с шарнирными или жест-
кими узлами сопряжений элементов, что не всегда адекватно отражает работу конструкции. При со-
временных повышенных требованиях к экономической эффективности конструктивных решений ис-
следования по дальнейшему уточнению расчетных схем приобретают особую актуальность. 

Задачи об эйлеровой форме потери устойчивости рам [2] ставят в тех случаях, когда в невозму-
щенном состоянии стержни рамы испытывают только растяжение-сжатие; сказанное соответствует 
нагружению рам только узловой нагрузкой, когда узлы рамы не смещаются, а деформации растяже-
ния-сжатия стержней пренебрежимо малы. 

Устойчивость рам с высокой степенью статической неопределимости удобнее исследовать мето-
дом перемещений. В особенности это относится к рамам с кинематически неизменяемой схемой с 
неподвижными узлами (при такой схеме замена жестких узлов шарнирами приводит к неизменяемой 
форме). Согласно главной идее этого метода основная система образуется путем введения дополни-
тельных (фиктивных) связей, препятствующих поворотам и линейным смещениям всех узлов рамы 
(если соответствующая подвижность не исключена связями, имеющимися в данной системе). За 
«лишние» неизвестные принимают угловые и линейные перемещения узлов Z при переходе к возму-
щенной форме равновесия рамы. Эти перемещения удовлетворяют каноническим уравнениям, кото-
рые выражают условие отсутствия суммарных реакций в дополнительных связях 
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здесь ikr  — единичная реакция, т.е. реакция, возникающая в i -й дополнительной связи при смещении 

1kZ   по k -му направлению (при неподвижности всех остальных дополнительных связей). 

Система уравнений (1) имеет тривиальное решение 1 2 ... 0nZ Z Z    , которое выражает воз-
можность невозмущенной формы равновесия при любых значениях внешних сил. Для определения 
критического значения нагрузки следует предположить, что существует нетривиальное решение, со-
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ответствующее возмущенной форме равновесия, при которой не все перемещения iZ  равны нулю. 
Это возможно при условии, если определитель системы (1) обращается в нуль 
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Соотношение (2) и является уравнением для определения критических значений нагрузки. 
Выражения для единичных реакций ikr  в зависимости от способа закрепления концов элемента 

рамы и вида смещения приведены в таблице 1 [2], где в расчетных формулах функции имеют вид 

 

     

       

2

1 2 3

2

4 1 1 1 2 1

1 1
tg sin

; ; ;
8 4tg3 1 tg

2 2tg 2 tg

; ; ,
2 3 2

v v
v v v

v v v
v vv v v

vv v v

v v v
v v v v

 
     

              

               
   

 

причем критический параметр определяется следующим выражением: 

 
EJ

N
v  , (3) 

где   — длина сжатого стержня; EJ  — его жесткость при изгибе; N  — продольная сила. 

Т а б л и ц а  1  

Расчетные формулы для единичных реакций 

Схема 
Тип единичного 

смещения 
Расчетные формулы 

 Единичный 
поворот 


EJ

rkk 24 ; 


EJ
rik 46 ; 


EJ

rmk 32 ; iknk rr   

 


EJ

rkk 13 ; 213

EJ

rik  ; 

iknk rr   

 Единичное 
смещение 

246

EJ

rr miki  ; 3212

EJ

rii  ; 

iini rr   

 

213

EJ

rik  ; 313

EJ

rii  ; 

iini rr   
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Согласно исследованиям авторов, учитывая, что жесткость узловых сопряжений элементов ум-
ножается на коэффициент упругости, то выражение для единичных реакций ikr  в зависимости от ви-
да смещения имеют следующий вид (табл. 2). 

Т а б л и ц а  2  

Расчетные формулы для единичных реакций с учетом коэффициента упругости  
узловых сопряжений элементов 

Схема 
Тип единичного 

смещения 
Расчетные формулы 

 

Единичный  
поворот 

 BABAkk KK
EJ

KK
EJ

r  134 12 
; 

 BABAik KK
EJ

KK
EJ

r  136 2124 
; 

BAmk KK
EJ

r
32 ; 

iknk rr   
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В качестве примера рассматривается двухпролетный каркас промышленного здания с физико-

геометрическими характеристиками, приведенными на рисунке 1, где 1P , 3P , 5P  — собственный вес 

кранов; 2P , 4P  — вес движущихся тележек кранов с грузами [3]. 
 

 

Рис. 1. Исходная схема 

Определяется невыгодное положение тележек кранов с точки зрения потери устойчивости рам-
ной конструкции. При решении этой задачи примем узлы абсолютно жесткие. 

Продольные усилия, возникающие в стойках, от движения тележек определяются как 
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где x , y  — координаты положения тележек с грузом. 
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На рисунке 2 представлена расчетная схема рамы. 
 

 

Рис. 2. Расчетная схема 

В данном случае x  и y  меняются от 0 до 18 м. В стойках от продольных усилий будут возни-

кать критические параметры 1v , 2v , 3v , которые определяются по формуле (3) 

 
EJ

N
hv 1

1  ; 
aEJ

N
hv 2

2  ; 
EJ

N
hv 3

3  , 

причем в ригелях 0v , так как в данном случае отсутствуют горизонтальные силы, а значит и 
  10 i . Критические параметры 2v  и 3v  выразим через 1v  для облегчения нахождения критическо-

го параметра 1v  

 
1

2
12 aN

N
vv  ; 

1

3
13 N

N
vv  . (4) 

Также через критический параметр 1v  выразим требуемую жесткость EJ 

 2
1

1
2

v

Nh
EJ  . (5) 

В основной системе данной рамы, рассчитывая ее методом перемещений, возникают три неиз-
вестных угла поворота и одно линейное смещение (рис. 3). По таблице 1 строим единичные эпюры от 
трех углов поворотов и одного смещения (рис. 4). 
 

 

Рис. 3. Основная система 
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Рис. 4. Единичные эпюры 

По единичным эпюрам (рис. 4) определяем единичные реакции 
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Решая уравнения (2), определяем критический параметр 1v . Для данной задачи на языке про-

граммирования Delphi [4] составлена программа для нахождения критического параметра 1v , блок-
схема которой приведена ниже (рис. 5). 

В результате реализации программы получено невыгодное положение нагрузки 18x  м и 
0y  м, когда жесткость EJ  рамы наибольшая. 
Определим невыгодное положение крановых тележек с точки зрения потери устойчивости рам-

ной конструкции (рис. 1), приняв узлы данной рамы шарнирные. На рисунке 6 показана основная 
система двухпролетной рамы с шарнирными узлами. В основной системе данной рамы, рассчитывая 
ее методом перемещений, возникает одно линейное смещение. По таблице 1 строим единичные эпю-
ры от смещения (рис. 7). 

Уравнение для определения критического параметра 1v  примет вид 

  )()()(3 31211131 vvav
h

EJ
r  . (7) 

Используя программу из предыдущего примера (рис. 5), заменив определитель матрицы на (7), 
получаем, что жесткость рамы EJ  наибольшая при положении крановых тележек 18x  м и 0y  м. 

Данный результат показал, что, независимо от сопряжения узлов (жестко защемленные или 
шарнирные узлы), невыгодное расположение крановых тележек будет идентичным, а именно жест-
кость рамной конструкции будет наибольшая, когда вся нагрузка от тележек кранов приходится на 
среднюю стойку рамы. Поэтому можно сделать вывод, что расположение крановых тележек не изме-
нится, если упругость узлов рамы будет варьироваться в промежутке от 0 — соответствующем шар-
нирным узлам до 1 — соответствующем жестко защемленным узлам. 
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Рис. 5. Блок-схема программы 

 

Рис. 6. Основная система 
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Рис. 7. Единичная эпюра 

С учетом данного утверждения производим расчет двухпролетной рамы, предполагая, что коэф-
фициенты упругости узлов элементов рамы одинаковые ( 321 KKKK  ) и лежат в промежутке 

10  K , а основания стоек рамы жестко закреплены, то есть коэффициент упругости основания ра-
мы равен 1опорK . На рисунке 8 представлена расчетная схема двухпролетной рамы с учетом упру-

гости верхних узлов. 
 

 

Рис. 8. Расчетная схема двухпролетной рамы с учетом упругости узлов 

Так же, как и в предыдущем случае, в основной системе данной рамы возникают три неизвест-
ных угла поворота и одно линейное смещение (рис. 9). Согласно таблице 2 строим единичные эпюры 
от трех углов поворота и одного смещения (рис. 10). 

 

Рис. 9. Основная схема 

По единичным эпюрам определяем единичные реакции 
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Рис. 10. Единичные эпюры 

Решая уравнения устойчивости (2), определяем критическое значение v  с учетом переменного 
коэффициента упругости узлов K . Для данной задачи составлена программа для нахождения крити-
ческого параметра v , блок-схема которой приведена ниже (рис. 11). 

 

 

Рис. 11. Блок-схема программы с учетом упругости узлов 
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Результаты исследований приведены на рисунке 12, где показан график изменения критического 
параметра от коэффициентов упругости узлов. 
 

 

Рис. 12. График изменения критического значения 

Из приведенных исследований можно сделать вывод: при расчете рамы с учетом упругости уз-
лов критический параметр уменьшается, что влечет за собой увеличение жесткости сечений рамы. 
Если учесть тот факт, что в реальных условиях узлы не абсолютно жесткие или шарнирные, тогда для 
исследуемой рамы при жестких узлах требуемый параметр при изгибе составляет 2311,031  kHмEJ  , 
а при упругоподатливых узлах, с коэффициентом 0,9K   требуемая жесткость будет на 8,84 % 
больше. Данные результаты показывают, что более уточненные значения критических параметров 
целесообразно определять с учетом коэффициентов упругоподатливости узлов. 
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