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Неравенство Пэли для преобразования типа Харди  
коэффициентов кратных рядов Фурье 

В статье рассмотрено неравенство типа Пэли (Харди-Литтлвуда-Стейна) для обобщенных средних 
типа Харди коэффициентов кратных тригонометрических рядов Фурье функций из анизотропного 
пространства Лоренца. С другой стороны, такого типа неравенства определяют необходимые условия 
принадлежности многопеременной функции к пространству [0;1] ,

n
pqL  что доказана нижняя оценка 

нормы функции в этом пространстве. Введено пространство , ( ),p qn   исследованы интерполяционные 

и свойства вложения, которые позволяют получить основной результат данной работы. 

Ключевые слова: неравенства Харди-Литтлвуда, неравенство Стейна, неравенства Пэли, кратные три-
гонометрические ряды Фурье, коэффициенты Фурье, анизотропные пространства Лоренца. 

1 Введение. Пусть 1 , 0 ,p q       где 1 1( ,.., ), ( ,.., ).n np p p q q q   Множество всех измери-

мых по Лебегу 1-периодичных функций, определенных на [0,1] ,n  называется пространством Лоренца 

, [0,1) ,n
p qL  если конечны величины:  
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Здесь 1* ...*
1( ,...,n

nf t t ) — невозрастающая перестановка функции ( )f t  по любой переменной jt  при 

фиксированных остальных переменных [1]. 
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В работе изучается следующая задача: пусть для функции 1( ) [0;1]nf x L  соответствует ряд Фу-

рье 2( )n

ikx
kk N

a f e
 
  по тригонометрической системе, если , ,p qf L  то какими свойствами обладают 

ее коэффициенты Фурье ( ).ka f  

В одномерном случае хорошо известны неравенства Харди-Литтлвуда, Пэли [2], Стейна [3] и 
т.д. В многомерном случае Е.Д.Нурсултановым [4] рассмотрены и получены неравенства Харди-
Литтлвуда для коэффициентов Фурье функции из анизотропного пространства Лоренца. В данной 
работе рассматривается аналогичное неравенство типа Пэли для обобщенного среднего Харди коэф-
фициентов кратного ряда Фурье функции из анизотропного пространства Лоренца , [0,1) .n

p qL  Резуль-

таты данной статьи в одномерном случае были опубликованы в работе [5] как краткое сообщение, 
полная версия — в работе [6], включая аналогичное неравенство для усреднения типа Беллмана. 

Условимся обозначить через С  постоянные, которые зависят только от параметров , .p q  

2 Анизотропное пространство , ( ).p qn   Пусть 1 , 0 ,p q       где 1( ,.., ),np p p  

1( ,.., ).nq q q  Для последовательности 
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Лемма 1. Если 1 , 0 ,p q       то  
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Лемма доказана. 
Лемма 2. Пусть 1 , 0 ,p q       тогда 
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Доказательство. Так как для любого 1,...,i n  имеем 
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Просуммировав неравенства по 1k  от нуля до бесконечности и возведя в степень 
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Таким образом, продолжая процесс n  раз, получим требуемое неравенство. Лемма доказана. 
В работе [1] был введен интерполяционный метод для анизотропных пространств. 
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Теорема 1. Если 0 11 p p     и параметры 0 ,0 ,iq q       где 0,1,0 1,i      то 
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Так как для любых 1,.., ,i n  имеем	
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Учитывая произвольность представления 
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Теорема доказана. 
3. Неравенство Пэли для преобразования типа Харди. В [4] доказано утверждение,

в частности, верна 

Лемма 3. Пусть 1 p   — сопряженный параметр ' ,
1

p
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p

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В работе неравенства понимаются так, если правая сторона имеет смысл, то и левая сторона 
имеет смысл. 

Пусть 1 ,p   0 .q    Для последовательности  
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Теорема 2. Пусть 1 ,p   0 q    и ' .
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Коэффициенты Фурье функции 
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Используя теорему 1 и интерполяционную теорему 2 [4], получим требуемое неравенство. Тео-
рема доказана. 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Комитета науки МОН РК. № 1504/ГФ. 

Список литературы 

1 Нурсултанов Е.Д. Интерполяционные теоремы для анизотропных функциональных пространств и их приложения // 
Докл. РАН. — Т. 394.1. — 2004. — С. 22–25. 

2 Зигмунд А. Тригонометрические ряды. — T. 2. — M.: Mир, 1965. — С. 537. 
3 Stein Elias M. Interpolation of linear operators / Trans. Amer. Math. Soc. — Т. 83. — 1956. — P. 482–492. 
4 Нурсултанов Е.Д. О коэффициентах  кратных рядов Фурье // Изв. РАН. Сер. Математика. — Т. 64.1. — 2000. —  

С. 95–122. 
5 Жантакбаева А.М., Нурсултанов Е.Д. О суммируемости коэффициентов Фурье функций из пространства Лоренца // 

Вестн. МГУ. Сер. Математика-Механика. 2. — 2004. — С. 64–66. 
6 Zhantakbayeva A.M., Nursultanov E.D. The Hardy-Littlewood-Stein inequality, CRM. — Barselona: PrePrint, 2012. — Р. 1–20. 

А.М.Жантақбаева 

Еселі Фурье қатарларының коэффициенттерінің Харди типті  
түрлендіруі үшін Пэли теңсіздігі 

Мақалада анизотропты Лоренц кеңістігіндегі функциялардың Фурье коэффициенттерінің 
жалпыланған Харди типті орталандыруының Пэли (Харди-Литтлвуд-Стейн) типті теңсіздігі алынған. 
Яғни көп айнымалылы функцияның [0;1]

n
pqL  кеңістігіне тиісті болуының кажетті шартын көрсететін 

функция нормасының төменгі бағалауы дəлелденген. , ( )p qn   кеңістігі енгізіліп, оның 

интерполяциялық қасиеттері қарастырылған. Олардың қолданылуы арқылы негізгі нəтижелер 
дəлелденген. 

A.M.Zhantakbayeva 

Paley inequality for Hardy type transformation of coefficients 
of multiple Fourier series 

In this paper we consider the inequality of Paley (Hardy-Littlewood-Stein) for generalized average of Hardy 
type for the coefficients of multiple Fourier series of functions from anisotropic Lorentz space. On the other 
hand this type of inequalities define necessary conditions for functions in [0;1]

n
pqL space, i.e. the lower esti-

mate for norm of functions from Lorentz space is proved. The space , ( )p qn  is considered, Its interpolation 

and embedding properties are considered, which are used to obtain the main result of this work. 
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