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Для исследования дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений с
быстро осциллирующими коэффициентами применяются асимптотические методы, наи-
более известными из которых являются метод расщепления Фещенко-Шкиля-Николенко
(1; 2) и метод регуляризации Ломова (3; 4). Метод расщепления в основном применялся для
рассмотрения дифференциальных уравнений и задач с интегральным оператором. Однако
при исследовании интегро-дифференциальной задачи требовалось, чтобы интеграль-
ный оператор был пропорционален малому параметру, что существенно сужает область
применения метода расщепления. Метод регуляризации применяется для исследования
дифференциальных, интегральных и интегро-дифференциальных уравнений (5; 6; 7). В
этих работах подробно рассматриваются вопросы асимптотического анализа решений
задач условиях различного поведения спектра предельного оператора, спектральных
значений ядра интегрального оператора, быстро осциллирующих компонентов.

В данной работе метод регуляризации С.А. Ломова (3; 4) обобщается на задачи для
интегро-дифференциального уравнения с быстроменяющимся ядром и с правой частью,
зависящей от быстро осциллирующего показателя степени

εdy
dt

=
t∫
0

e
1
ε

t∫
s
µ(θ)dθ

K(t, s)y(s, ε)ds+ εf (y, t) + h(t)e
iβ(t)
ε , y(0, ε) = y0, t ∈ [0, T ]. (1)

Задача (1) рассматривается при следующих условиях:
1)µ(t), β′(t) ∈ C∞([0, T ], R), K(t, s) ∈ C∞(0 ≤ s ≤ t ≤ T,R);
2)µ(t) < 0, β′(t) > 0 ∀t ∈ [0, T ] ;
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3) f(y, t) есть многочлен, т.e. f(y, t) =
N∑
m=0

fm(t)y
m с коэффициентами fm(t) ∈

∈ C∞ ([0, T ] , R) ,m = 0, N,N <∞.
Введем новую функцию

z =

t∫
0

e
1
ε

t∫
s
µ(θ)dθ

K(t, s)y(s, ε)ds.

Дифференцируя по переменному t, получим

dz
dt

= K(t, t)y + µ(t)
ε

t∫
0

e
1
ε

t∫
s
µ(θ)dθ

K(t, s)y(s, ε)ds+
t∫
0

e
1
ε

t∫
s
µ(θ)dθ ∂K(t,s)

∂t
y(s, ε)ds ⇔

⇔ εdz
dt

= µ(t)z + εK(t, t)y + ε
t∫
0

e
1
ε

t∫
s
µ(θ)dθ ∂K(t,s)

∂t
y(s, ε)ds.

Вместо (1) получим систему

εdw
dt

= A(t)w + εA1(t)w + ε
t∫
0

e
1
ε

t∫
s
µ(θ)dθ

G(t, s)w(s, ε)ds+

+εF (w, t) +H(t, ε), w(0, ε) = w0 ≡ {y0, 0},
(2)

гдеw = {y, z}, F (w, t) = {f(y, t), 0}, H(t, ε) = {h(t)e
iβ(t)
ε , 0}, аматрицыA(t), A1(t), G(t, s)

имеют вид

A(t) =

(
0 1
0 µ(t)

)
, A1(t) =

(
0 0
K(t, t) 0

)
, G(t, s) =

(
0 0

∂K(t,s)
∂t

0

)
.

Для удобства обозначим λ1(t) ≡ iβ′(t), λ2(t)≡µ(t).
Введем регуляризирующие переменные (см. (3));

τj =
1

ε

t∫
0

λj(θ)dθ ≡
ψj(t)

ε
, j = 1, 2

и рассмотрим следующую задачу:

ε∂w̃
∂t

+
2∑
j=1

λj(t)
∂w̃
∂τj

− A(t)w̃−ε
t∫
0

e
1
ε

t∫
s
λ2(θ)dθ

G(t, s)w̃
(
s, ψ(s)

ε
, ε
)
ds−

−εA1(t)w̃ = εF (w̃, t) +H(t, τ), w̃(t, τ , σ, ε)|
t=0,τ=0,σ=e

iβ(0)
ε

= w0,

(3)

гдеH(t, τ) = {h (t) eτ1σ), 0}, σ = e
i
ε
β(0), для функции w̃ = w̃(t, τ, σ, ε), где τ = (τ1, τ2), ψ =

= (ψ1, ψ2). Ясно, что w̃ = w̃(t, τ, σ, ε) решение задачи (3), то вектор-функция w =

w̃
(
t, ψ(t)

ε
, σ, ε

)
является точным решением задачи (2); следовательно, задача (3) явля-

ется расширенной относительно задачи (2).
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Однако задачу (3) нельзя считать полностью регуляризованной, поскольку не произве-
дена регуляризация интегрального оператора

Jw̃ ≡ J
(
w̃ (t, τ, ε)|

t=s,τ=
ψ(s)
ε

)
= ε

t∫
0

e
1
ε

t∫
s
λ2(θ)dθ

G(t, s)w̃

(
s,
ψ(s)

ε
, ε

)
ds

Для его регуляризации, введем классMε = U |
τ=

ψ(t)
ε

, который асимптотически инвариантен
относительно оператора (см. (3), p. 62]). В этом случае мы пространству U примем как
пространство векторных функций, представимых суммами вида

w(t, τ, σ) = w0(t, σ) +
2∑
j=1

wj(t, σ)e
τj +

∑
|m|≥2

w(m)(t, σ)e(m,τ),

wj(t, σ), w
(m)(t, σ) ∈ C∞ ([0, T ], C) , j = 0, 2, 2 ≤ |m| ≤ Nw.

(4)

Здесьm = (m1,m2) есть мультииндекс, |m| = m1 +m2. Асимптотический инваиантность
класса Mε, относительно интегрального оператора J , подробно изложены в работах
(3; 5; 6; 7).

Произведя регуляризацию интегрального члена, получим регулярно возмущенную
задачу следующего вида

ε∂w̃
∂t

+
2∑
j=1

λj(t)
∂w̃
∂τj

− A(t)w̃ − εA1(t)w̃ − εJ̃w̃ =

= εF (w̃, t) +H(t, τ), w̃(t, τ , σ, ε)|
t=0,τ=0,σ=e

iβ(0)
ε

= w0,
(5)

где расширенный интегральный оператор J̃ определяется формулой:

J̃w̃(t, τ, ε)
def
=

∞∑
ν=0

εν
ν∑
s=0

Rν−sws(t, τ).

Решение расширенной задачи (5) определим в виде ряда:

w̃(t, τ, ε) =
∞∑
k=0

wk(t, τ) (6)

Подставляя (6) в задачу (5) и приравнивая коэффициентов при одинаковых степенях ε,
получим следующие итерационные задачи для коэффициентов wk(t, τ), ряда (6):

L0w0(t, τ) ≡
2∑
j=1

λj(t)
∂w0

∂τj
− A(t)w0 =

(
h (t)σ

0

)
eτ1 , w0(0, 0) = w0; (70)

L0w1(t, τ) = −∂w0

∂t
+ A1(t)w0 + F (w0, t) +R0w0, w1(0, 0) = 0; (71)

L0w2(t, τ) = −∂w1

∂t
+ A1(t)w1 +

∂F (w0, t)

∂t
w1 +R0w1 +R1w0, w2(0, 0) = 0; (72)
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. . . . . . . . .

L0wk(t, τ) = −∂wk−1

∂t
+ A1(t)wk−1 + Pk(w0, . . . , wk−1, t)+

+R0wk−1 +R1wk−2 + . . .+Rkw0, wk(0, 0) = 0, k ≥ 1,

(7k)

где Pk(w0, . . . , wk−1, t) некоторый линейный многочленi w0, . . . , wk−1, относительно wk−1,

R0w(t, τ) = eτ2
t∫

0

G(t, s)w2(s)ds,

R1w(t, τ) =
[(
I00 (G(t, s)w0(s))

)
s=t

−
(
I00 (G(t, s)w0(s))

)
s=0

eτ2
]
+

+
[(
I01 (G(t, s)w1(s))

)
s=t

eτ1 −
(
I01 (G(t, s)w1(s))

)
s=0

eτ2
]
+

+
Nw∑

|m|≥2

[(
I0m(G(t, s)w

(m)(s))
)
s=t
e(m,τ) −

(
I0m(G(t, s)w

(m)(s))
)
s=0

eτ2
]
,

интегральные операторы порядка.
Переходя к формулировке теорем о нормальной и однозначной разрешимости ите-

рационных задач (7k), вычисляем собственные векторы φj(t) и χj(t) матриц A(t) и A∗(t)
соответственно. Легко проверить, что они имеют вид

φ0(t) = {1, 0}, φ2(t) =
{

1
µ(t)

, 1
}
≡
{

1
λ2(t)

, 1
}
,

χ0(t) =
{
1,− 1

µ(t)

}
≡
{
1,− 1

λ2(t)

}
, χ2(t) = {0, 1}

и φ0(t), φ2(t) соответствуют собственным значениям λ0(t) ≡ 0, λ2(t) ≡ µ(t) матрицы A(t),
а χ0(t), χ2(t) соответствуют собственным значениям λ̄0(t) ≡ 0, λ̄2(t) ≡ µ(t) матрицы A∗(t)
соответственно.

Каждый из итерационных систем имеет вид

L0w(t, τ) ≡
2∑
j=1

λj(t)
∂w

∂τj
− A(t)w = P (t, τ), (8)

где P (t, τ) = P0(t) +
2∑
j=1

Pj(t)e
τj +

NP∑
|m|≥2

P (m)(t)e(m,τ) ∈ U.

Теорема. Пусть выполнены условия 1) – 3) и P (t, τ) ∈ U. Для того чтобы система (8)
имела решение в U необходимо и достаточно, чтобы

⟨ Pj(t), χj(t)⟩ = 0, j = 0, 2, ∀t ∈ [0, T ]. (9)

Замечание. Если выполнены условия (9), то, то система (8) имеет следующее решение
в пространстве U :

w(t, τ) = α0(t)φ0(t) +
(P0(t),χ2(t))

−λ2(t) φ2(t) +
[
(P1(t),χ0(t))

λ1(t)
φ0(t) +

+ (P1(t),χ2(t))
λ1(t)−λ2(t) φ2(t)

]
eτ1 +

[
α2(t)φ2(t) +

(P2(t),χ0(t))
λ2(t)

φ0(t)
]
eτ2+

+
NP∑

|m|=2

{
[(m,λ(t))I − A(t)]−1 P (m)(t)

}
e(m,τ),
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где αj(t) ∈ C∞ ([0, T ], C) — произвольные функции, j = 0, 2.
Мы не будем доказывать однозначную разрешимость итерационных задач. Отметим,

что при решении двух последовательных итерационных задач (7m) и (7m+1) решение
задачи (7m) в пространстве U будет найдено единственным образом.
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СТРУНЫ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ УСЛОВИЯМИ
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В докладе рассматривается обобщённое дробное по времени дифференциальное урав-
нение в частных производных следующего вида:

r(x)Dα
∗ u(x, t) =

∂

∂x

[
p(x)

∂u(x, t)

∂x

]
− q(x)u(x, t) + f(x, t), t > 0, 0 ≤ x ≤ l, (1)

с классическими начальными условиями

∂ku(x, t)

∂tk

∣∣∣∣
t=0+

= gk(x), k = 0, 1, . . . ,m− 1, m− 1 < α ≤ m, (2)
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