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Введение. Математический аппарат интегро-дифференцирования дробного порядка 

описывает процессы в системах, где существенен учет нелокальных свойств по времени и 

пространству, для моделирования динамических систем, характеризующихся дальними 

корреляциями и постоянной памятью, долгосрочной памятью.Производные дробного 

порядка используются для описания экономических процессов с динамической памятью.  

Микроэкономическая интерпретация производных напрямую связана с предельным 

анализом и понятием предельной (маржинальной) величины, использующий математический 

аппарат производных целого порядка. 

Производная первого порядка от функции некоторого показателя по определяющему его 

фактору задает предельную (маржинальную) величину, соответствующую данному 

показателю. Предельная величина отражает прирост соответствующего показателя в расчете 

на единицу прироста определяющего его фактора. К базовым предельным величинам в 

микроэкономике относятся предельная производительность, предельная полезность, 

предельные затраты, предельная себестоимость, предельный доход, предельный спрос и 

некоторые другие 

Необходимые определения и понятия. Мы знаем, что в дифференциальных 

уравнениях целого порядка экспоненциальная функция ezиграет важную роль. Это также 

может быть записано в форме уравнения, которая выражается как: 

ez = ∑
zk

Г(k+1)

∞
k=0 . 

Это обобщение называется функцией Миттаг-Лефлера, а двухпараметрическая функция 

очень полезна в дробном исчислении, особенно в дробных дифференциальных уравнениях. 

Поскольку ряд для функции Миттаг-Лефлера (1) равномерно сходится на всех 

компактных подмножествах C, мы можем дифференцировать его почленно, чтобы получить 

следующее выражение, которое также необходимо в дальнейшем 

Cледствие. Допустим z ∈ ∁, α, β ∈ ∁, Re(α) > 0 и m ∈ N, и m ∈ N, тогда m-кратно 

дифференцированная функция Миттаг-Леффлера имеет вид: 

E α,β
(m)(z) = ∑

(k + m)!

k!

∞

k=0

zk

Г(ak + am + β)
. 

В следующей таблице показаны некоторые частные случаи выражения (37), а также 

преобразование Лапласа степенной функции. 

 

F(s) f(t) = L−1{F(s)} 

1

sa
 

tα−1

Г(α)
 

1

sa − α
 

ta−1Eα,α(αtα) 

sα

s(sα + α)
 

Eα(−αtα) 

α

s(sα + α)
 1–Eα(−αtα) 

1

sα(s − α)
 

tαE1,α+1(at) 
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sα−β

sα − α
 

tβ−1Eα,β(αtα) 

 

Задача об ожидании роста цен в условиях инфляции. Современные исследования 

отражают факт влияния ожидания роста цен на товары и услуги основной группы населения 

на экономику, в условиях инфляции. Соответственно, если ожидание населения – это 

увеличение цен, проявляется тенденция к увеличению спроса на повседневные товары, в 

результате – цены растут. Если же ожидание населения заключается в экономическом росте, 

замедления темпов инфляции – увеличивается спрос на товаров длительного использования, 

начинается инвестирование в проекты, пополняются депозитные счета и как правило 

наступает рост экономики. Данное явление именуется инфляционным ожиданием и 

используется в макроэкономических исследованиях. Описание данного процесса предложил 

лауреат Нобелевской премии по экономике Милтан Фридман, в виде дифференциального 

уравнения. 
dE

dt
= −β(E − R(t)).  

где E=E(t) – ожидаемый населением темп роста цен в момент времени t, 

R(t) – фактический темп рост цен в момент времени t, 

β > 0  - коэффициент адаптации населения к изменениям темпа инфляции. 

Смысл уравнения инфляционных ожиданий заключается в том, что скорость 
dE

dt
 

изменения ожидаемого темпа роста цен во времени прямо пропорцианаьна ошибке 

инфляционного ожидании, т.е. разности (E − R(t))между ожидаемым Е и фактическим R 

темпами роста цен, и имеет знак обратный этой разности. 

В итоге получаем линейное неоднородное дифференциальное уравнение первого 

порядка  

 
dE

dt
+ β ∗ E = β ∗ R(t), 

где Е=E(t) – неизвестная нам функция инфляционного ожидания населения, R(t) – заданная 

функция фактического роста цен. Решение этого уравнения находится по схеме Бернулли 

или методом Лагранжа:E(𝑡) = ∁ ∗ e−βt + β ∗ e−βt ∫R(t)eβt dt. 
В этих уравнениях величина β характеризует скорость адаптации населения к новым 

экономическим условиям: чем больше β , тем быстрее происходит адаптация. 

Если ввести начальное условие: E(0) = C0 то решение можно переписать в виде: E(t) =

C0e
−βt + β∫ e−β(t−τ)R(t)dτ

t

0
 

Аппроксимация дробным дифференциальным уравнением. Если мы хотим 

аппроксимировать дробным дифференциальным уравнением, то перепишем уравнение в 

виде: Dt
αE(t) + βE(t) = βR(t),0

.  где 0 < 𝛼 ≤ 1.(5) 

Мы можем решить уравнение (5), применяя преобразование Лапласа с обеих сторон. 

Итак, используя преобразование Лапласа по формуле (4) при n=1, получим 𝑠α

E(s)̅̅ ̅̅ ̅̅ + Dt
α−1E(0) + βE(s)̅̅ ̅̅ ̅̅

0
. = βR(s)̅̅ ̅̅ ̅̅ ,где E(s),̅̅ ̅̅ ̅̅ R(s)̅̅ ̅̅ ̅̅  – образы функций E(t) и R(t) по 

определению *(6) 

Предположим, что Dt
α−1

0
.  E(0) существует и равно С0. Тогда из (6) имеем: 

Е(t) = C0t
α−1Eα,α(−βtα) + β (tα−1Eα,α(−βtα)) ∗ R(t),так как lim

t→0+
tα−1 Eα,α(−βtα) = 1. 

Параметр α характеризует степень угасания памяти об изменениях показателя и фактора 

на интервале [0,T].  
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Рассматривается линейное интегро-дифференциальное уравнение относительно искомой 

n -вектор-функций  ,,txu  вида 

 
 

   



 


 ,,,,

,,
,,

2

2

txutxA
x

txu
txuD

c
 

     







 ,,,,,,,, txfdsscsctxuscscttxB                             (1) 

с оператором дифференцирования 
t

сD
c









 ,


 по  ,t , где  

m
cсс ,...,

1
  - 

постоянный вектор, 





















m
ttt

,...,
1

 - векторный оператор,   R , , 

  m

m
RRRttt  ...,...,

1
,   0,,0 


Rx  - постоянная, называемая периодом 

эредитарности;     ,,,,, txBtxA  - nn -матрицы и  ,, txf  -  , -периодическая по 

 ,t  n -вектор-функция переменных   RRRtx m 


,, ,  
m

 ,...,
1

 . 
2

2

x
D

cc



  - 

оператор дифференцирования по  ,, tx . 

Рассматриваются задачи для различных вариантов уравнения (1) при  , -

периодическом граничном режиме 

  ),(,, 0

0
 tutxu

x



.                                                   (

01 ) 

Исследуются вопросы о многопериодичности по  ,t  и ограниченности по 


Rx  

решений этих задач. 

В частности, рассматривается уравнение 

  0,,  txu
c ,                                                            (2) 

решения которого называются нулями оператора 
c

 . 

С указанным граничным условием (
01 ) рассматривается задача для неоднородного 

уравнения   

    ,,,, txftxu
c

 .                                                      (3) 

На основе методик исследования краевых задач для уравнений (2) и (3) с граничным 

условием (
01 ) изучаются вопросы качественного исследования для линейного однородного 

интегро-дифференциального уравнения  
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