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Здесь k
i  есть решение следующей сопряженной задачи: 

 0
1







  d

r
arb

r
rttt

; (21) 

 0Tt ,   0Ttt ,   0Ar ; (22) 

  kk
rr fy  00 2 . (23) 

Таким образом, итерационный метод решения обратной задачи можно осуществить по следую-
щей схеме: 

1. Задаем начальное приближение 0
ip . 

2. Решая прямую задачу (16)-(17), находим     00 ;, iki ptry . 

3. Вычислив краевое условие (23), решая сопряженную задачу (21)-(23), находим 
    00 ;, iki ptr . 

4. По формуле (20) вычисляем градиент   0
ih pJ . 

5. По формуле (11) находим очередное приближение  1n
ip . 

6. Проверяем значение функционала (19); если он достигнут, то задача решена, если нет, то по-
вторяем новое приближение по перечисленным шагам 1-6. 
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О спектральных вопросах и разрешимости одного особого  
интегрального уравнения Вольтерра второго рода  

About spectrum questions and about the solvability of one singular  
integral equation of Volterra of the second kind 

Есбаев А.Н.1, Рамазанов М.И.2 
1ИПК «Международная профильная академия «Туран-Профи», Астана; 

2 Карагандинский государственный университет им. Е.А.Букетова  

Мақалада Меллин түрлендіру əдісімен Вольтеррдің екінші текті интегралдық теңдеуі зерттелген. 
Сəйкес келетін интегралдық операторының ядросына белгілі шарттар қойылған. Берілген теңдеудің 
шешілгіштік шарттарымен спектрі табыған.  

In the given article the integral equation of Volterra of second kind with the given conditions, some properties 
of  kernel of this equation, the spectrum and also the solution of study equation with the application of  inte-
gral transformation of Mellin  have been investigated.  

 
Теория интегральных уравнений имеет широкую область применения и лежит в основании мно-

гих разделов теоретической и особенно прикладной науки. Вид интегрального уравнения тесно свя-
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зан с природой исследуемого явления. Так, интегральные уравнения Вольтерра возникают в тех зада-
чах прикладного и физического содержания, в которых существует предпочтительное направление 
изменения независимого переменного (например, времени, энергии и т.д.). 

Данная статья  посвящена исследованию разрешимости и изучению спектральных вопросов од-
ного особого интегрального уравнения Вольтерра второго рода. 

1. Предварительные сведения 

Определение 1 [1]. Пусть 1X  и 2X  — банаховы пространства. Будем говорить, что линейный ог-

раниченный оператор A  действует из пространства 1X  в 2X , если область определения AD  опера-

тора A  совпадает с 1X , а область значений AR  оператора A  лежит в пространстве  2X . Множество 
KerA  всех решений уравнения 
 0Ax  (1) 
будем называть множеством нулей, или ядром оператора A . В рассматриваемом случае (оператор 
A  ограничен) множество KerA  является подпространством пространства 1X . Размерность подпро-
странства KerA , то есть число линейно независимых решений уравнения (1), будем обозначать через 

A  и записывать  

 KerAA dim . 

Через 
1X  и 

2X  будем обозначать пространства линейных ограниченных функционалов, опре-

деленных соответственно на пространствах 1X  и 2X  и именуемых пространствами, сопряженными с 

пространствами 1X  и 2X  соответственно. Через  A  обозначим оператор, сопряженный с операто-

ром A . Этот оператор действует из 
2X  в 

1X . Множество всех решений уравнения 

 0uA  (2) 

будем называть множеством нулей, или ядром оператора A , и обозначать KerA . Множество 
KerA  является подпространством 

2X . Обозначим   

   KerAA dim . 
Оператор A  называется нормально разрешимым в смысле Хаусдорфа, или нормально разреши-

мым, если неоднородное уравнение 
 21 xAx   

разрешимо для тех и только тех правых частей 2x , которые ортогональны всем решениям сопряжен-
ного однородного уравнения (2), то есть тогда, когда     

 0)( 2 xu            для всех            KerAu . 
Другими словами, оператор A  называется нормально разрешимым тогда и только тогда, когда 

область значений AR  оператора A  является ортогональным дополнением к ядру KerA  сопряженно-

го оператора A .  
Теперь сформулируем определения нетерового оператора и его индекса. 
Определение 2 [2]. Линейный ограниченный оператор 21: XXA   называется нетеровым, если: 
1) оператор A  нормально разрешим; 

2) числа A  и 
A  конечны. 

Определение 3 [2]. Индексом IndA  нетерова оператора A  называется целое число  

  AAIndA  . 
Преобразование Меллина [3]. 
Пусть функция )(tf  определена при положительных t  и удовлетворяет условию   

 1

1
1

0

( )f t t dt    ,              2 1

1

( )f t t dt


    

при надлежащем выборе чисел 1  и 2 .  
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Преобразованием Меллина функции )(tf  называется функция           

 



0

1)()( dtttfsF s              (  is  , 21   ). (3) 

Формула обращения преобразования Меллина имеет вид 

 





i

i

sdstsF
i

tf





)(
2

1
)(        ( 0t , 21   ), (4) 

где интеграл берется вдоль прямой sl Re: , параллельной мнимой оси плоскости ,s  и понимается 
в смысле главного значения.  

Формулы (3), (4) называют формулами обращения Меллина.  
Теорема о свертке для преобразования Меллина имеет следующий вид: 

 )()()(
0

sФsF
t

dt

t

x
tfM 























 . (5) 

Отсюда можно заключить, что преобразование Меллина удобно применять при решении инте-
гральных уравнений вида 

 










0

)()()(




 dt

Ktft . (6) 

2. Постановка задачи  

При отыскании решений краевых, начальных или смешанных задач для некоторых дифференци-
альных уравнений естественным образом (особенно в случае, когда часть границы области задания 
уравнения освобождена от граничных условий) возникают интегральные уравнения Вольтерра 
третьего рода  

 )(
)(

)(
)(

0
1

tf
t

d
tt

t




  



 ,     10   . (7) 

В отличие от работы [4], в которой интегральное уравнение (7) подробно исследовано для дейст-
вительных значений λ   R+ ≡ (0;+∞) и для ограниченного временного интервала 0<t<1, в данной ра-
боте исследуется вопрос о спектре и разрешимости уравнения (7) при условиях  
 С ;   Rt . 

Уравнение (7) простым преобразованием  )()( ttt    можно представить как особое инте-
гральное уравнение второго рода 

 )(
)(

)(
)(

0
1

tf
t

d
t

t




   
 ;     Rt ;   10   ,   С . (8) 

Будем считать, что правая часть  и решение интегрального уравнения (8) принадлежат классам 
функций, суммируемых с соответствующими весами: 

 )()( 1 
  RLtfe t ,  )()( 1 

  RLtet t . (9) 

Из (9) также следует, что  )()( 1 
  RLte t . 

Исследование разрешимости интегрального уравнения (8) при условиях (9) проводится по сле-
дующей схеме: 

– исследование свойств интегрального оператора [5]  

   )()(),()(
0

tfdtKtAI
t

   ,   Rt ; 

– исследование разрешимости однородного [5] и неоднородного особого интегрального уравне-
ния Вольтерра второго рода (8) с заданными условиями (9) при применении интегрального преобра-
зования Меллина; 

– исследование спектральных вопросов для  особого интегрального уравнения Вольтерра второ-
го рода (8) при заданных условиях (9). 
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Запишем интегральное уравнение (8) в виде 

   )()(),()(
0

tfdtKtAI
t

   ,   Rt , 

где  ),( tK  определяется из равенства 

  





1)(

1
),(

t
tK ;   t0 .  

Норма интегрального оператора A , определяемого ядром ),( tK  и действующего в пространст-

ве суммируемых функций, равна 0
sin





. С учетом свойств гамма-функции это следует из соот-

ношения  

 








    





1

1

0
1

0
)()(1,;0,0

,,

)( tytty

tdy

yty

tdydty

t

d
t

 

 0
sin

)1()(
)1( 1

1

0





 

 ГГ
yy

dy
. 

Так как в общем случае 0)(lim
0

0


 dh
t

t
, а 0

sin)(
lim

1
0

0


   





 t

d
t

t
, то в связи с этими 

свойствами ядра ),( tK  уравнение (8) названо особым интегральным уравнением Вольтерра. 
Замечание. Как следует из теоремы об обратном операторе [1], неоднородное интегральное 

уравнение Вольтерра второго рода имеет единственное решение, а соответствующее однородное ин-

тегральное уравнение — только тривиальное решение, если 
A

1
 , т.е.  


 sin

 . 

3. Решение однородного интегрального уравнения 

Если ввести функцию  )(zk  по формуле 

 













,1,

)1(

1
;10,0

)(
1

z
z

z
zk


 

то, принимая во внимание, что 

 







































 











 ttK

t
t

t

t
t

t

t

t
k















  0,),(

;,0
0,

)(

;,0

1,

1

1

;10,0

11
, 

можно записать уравнение (8) следующим образом: 

 )()()()(),()(
00

tf
dt

ktdtKt
t







 







 , 

или  

 )()()(
0

tf
dt

kt 





 







 , (10) 

т.е. в виде (6), удобном для применения преобразования Меллина при решении этого интегрального 
уравнения. 

Для однородного интегрального уравнения, соответствующего неоднородному уравнению (10),  

 0)()(
0







 







 dt

kt   

справедливы следующие утверждения. 

Ре
по
зи
то
ри
й К
ар
ГУ



Есбаев А.Н., Рамазанов М.И. 

12 Вестник Карагандинского университета 

Лемма 1 [5]. Для всех значений s, таких, что  1Re 1ss , значения сумм в правых частях 
равенств  

 
2
2

2
1

1

0
2

1

)1(

)1(

ssn

sn
b

n
n 


 



 





; 

 
2
2

2
10

22
2

)1(

1

ssn
bs

n
n 

 


 


, (11) 

где 

 21  i ,     21 isss  ,     








 

n

k
n k

b
1

1


, 

положительны. Это означает, что величина 0Re1   , а  Im2   имеет знак, равный противо-

положному знаку числа ss Im2  . 

Теорема 1 [5]. Для любых   при 

 sin

Re   однородное интегральное уравнение, соответст-

вующее неоднородному уравнению (10), наряду с тривиальным решением, имеет нетривиальное ре-

шение вида  


 stt)( , где s  определяется как корень уравнения 0)(
~

1  sk , причем 

),1()(
~  sBsk  , и  1Re s . Если же 


 sin

Re  , то однородное интегральное уравнение 

имеет только тривиальное решение.  

4. Решение неоднородного интегрального уравнения  

Рассмотрим неоднородное интегральное уравнение (10) 

 )()()(
0

tf
dt

kt 





 







 . (10) 

Применяя к обеим частям этого уравнения преобразование Меллина (3) и используя теорему о 
свертке (5), получаем: 

   )(
~

)(
~

1)(~ sfsks   ; (12) 

 
)(

~
1

)(
~

)(~
sk

sf
s





 , (13) 

где )(
~

sk  —  изображение ядра )(tk  интегрального уравнения  (10), причем 

  





 dzzdtztdtttdtttksk ss 2111

1

1

0

;)1()()(
~   

 dzzzdzzzdzzz
z

sss 1
1

0

1

0

112121
10

1

)1()1(1
1 









    



. 

Принимая во внимание, что эйлеровый интеграл первого рода ),( qpB , так называемая бета-
функция, равен  

 dxxxqpB qp 11
1

0

)1(),(    ,  ( 0Re,0Re  qp ), 

то изображение ядра интегрального уравнения (10) примет вид 

   
1

0

1 ),1()1()(
~

 sBdzzzsk s ,   1Re s .  (14) 

Учитывая свойства бета-функции и пользуясь ее представлением в виде ряда, получим: 

 
sn

b
sB n

n 
 



 


1
),1(

0

,   10 b ,   








 

n

k
n k

b
1

1


. (15)  
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Функции )(~ s  и )(
~

sf  — преобразования Меллина функций )(t , )(tf  соответственно 

 



0

1)()(~ dttts s ,    



0

1)()(
~

dtttfsf s ,    sRe , 

и параметр    выбран так, чтобы 

 




0

1)( dtttf  . 

Таким образом, по формуле обращения (4) решение уравнения (10) имеет следующий вид: 

 









i

i

s dst
sk

sf

i
t



 


)(
~

1

)(
~

2

1
)( ,   1Re s . (16) 

Здесь 1  выбрано так, чтобы 0)(
~

1  sk  для заданного значения  , и интеграл берется вдоль 
прямой sRe , параллельной мнимой оси плоскости s, (расположенной правее всех нулей функции  

0)(
~

1  sk ,  1Re s ), и понимается в смысле главного значения. 
Если спектральный параметр   расположен в правой полуплоскости ( 0Re  ), тогда общее 

решение интегрального уравнения (8) можно получить, прибавив к частному решению (16) общее 
решение соответствующего однородного уравнения.  

Преобразуем решение (16). Для этого воспользуемся соотношением, полученным при подста-
новке (13) в (12): 

 )(
~

)(
~

1

)(
~

)(
~

)(
~

1

)(
~

sf
sk

sk
sf

sk

sf





 



 

или 

 )(
~

)(
~

1

)(
~

)(
~

)(~ sf
sk

sk
sfs 





 . (17) 

Если теперь ввести обозначение 

 
)(

~
1

)(
~

)(~
sk

sk
sr


 , 

то, используя формулу свертки для преобразования Меллина (5), из (17) получим: 

 










0

)()()(




 d

f
t

rtft , (18) 

где )(r  — обратное преобразование Меллина (оригинал) образа  )(~ sr . Функция )(r  называется 
резольвентой интегрального уравнения.  

Найдем явное выражение для резольвенты )(r . По формуле обращения (4) находим 

 









i

i

s ds
sk

sk

i
r









)(

~
1

)(
~

2

1
)( ,         1Re s . (19) 

Для вычисления (19) применим теорему Коши о вычетах и лемму Жордана. 
При 10    в контур интегрирования включаем полуокружность, лежащую в левой полуплос-

кости. В этом случае если 0Re  , то подынтегральная функция имеет единственную особенность в 

точке s , которая является нулем функции  )(
~

1)( sksA   и одновременно простым полюсом функ-
ции  )(~ sr . 

Таким образом, для случая  0Re   имеем  

 
 


























 ss

sk

sk

sk

sk
resr 







)(
~

)(
~

)(
~

1

)(
~

)( ; 

 
1

( ) ( ) ;sr l s 


         10   ,  (20) 
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где  )( sl  — величина, обратная логарифмической производной )(
~

sk  в точке :s s  

 
)(

~
)(

~
)(









sk

sk
sl . (21) 

Значит, из (18) с учетом (20) и (21) следует, что решение неоднородного интегрального уравне-
ния (8) можно записать в следующем виде: 

  








t

s

s d
f

t
sltft

0

)()(
1

)()(




 ;   

  




t

s

s d
f

t
sltft

0

1

)()()()(

 . 

Для рассмотрения случая 0Re   необходимо учесть: 
– во-первых, для Rs1  сумма ряда 

 
111

11 11

1
)()(

~

sn

b

s
sSsk n

n 



 



 
 

может принимать как положительные, так и отрицательные значения; 

– во-вторых, определяя функцию )(
~

sk  через (14) и (15) как сумму ряда  

 
sn

b
sSsk n

n 
 



 1
)()(

~

0

,     Сs , 

мы, фактически, продолжаем ее аналитически на всю комплексную плоскость, за исключением счет-
ного числа точек   1ns , ,...2,1,0n ,  в которых она имеет только простые полюсы. 

Вернемся к уравнению относительно s  

 0)(
~

1)(  sksA  , т.е. 

1

)()(
~

 sSsk . 

Итак, для случая R  (т.е. 0Im  ) имеет место следующее утверждение. 
Лемма 2. Если для заданного значения  Re1   на полуоси  1Re1 ss  функция 

)(
~

1)( 111 sksA   имеет единственный нуль при 01   и не имеет нулей при 01  , то на полуоси 

11s  для любых значений 1  эта функция имеет счетное число нулей. 

На основании леммы 2 и соотношений (11) получим, что в случае 0Re   (для любого фикси-
рованного  ) особенности подынтегральной функции суть нули функции 

 )(
~

1)( sksA  :    0
2

0
1

0
kkk issss  , ,...2,1k ,  

расположенные в полуплоскости 1Re s , так что  

 





t

s

s

k
k df

t
sltft

k

k

0

1

1

0 )()()()( 0

0

 . 

Суммируя вышеизложенное, т.е. учитывая, что общее решение интегрального уравнения (8) 
можно получить, прибавив к частному решению неоднородного интегрального уравнения общее ре-
шение соответствующего однородного уравнения, а также теорему 1, получаем следующий резуль-
тат. 

Теорема 2. Для любой функции )(tf  неоднородное интегральное уравнение (8) имеет решение 
из класса (9) 

 






 


 s
t

s

s

tCdf
t

sltft
0

1

)()()()(  ,   если 0Re  ;      

 





t

s

s

k
k

d
f

t
sltft

k

k

0

1

1

0 )()()()( 0

0


 ,   если 0Re  . 

Для справедливости утверждения теоремы 2 достаточно убедиться, что полученное решение 
)(t  принадлежит классу (9). Действительно, для 0Re   имеем 

Ре
по
зи
то
ри
й К
ар
ГУ



О спектральных вопросах и разрешимости… 

Серия «Математика». № 3(59)/2010 15 

 




 





  st

st
ttt teC

d
fe

t
esltfete


  )()()()(

0

)( . 

Нам нужно только показать, что интегральное слагаемое принадлежит классу )(1 RL . Это сле-
дует из неравенства 

 




  d

fe
t
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fe
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t sst
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





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






, 

правая часть которого в силу теоремы о свертке (в смысле Меллина) (5) суммируема на R .  
Аналогичное неравенство имеет место и для случая 0Re  . 
Отметим, что интегральный оператор AI   интегрального уравнения (8) 

   fAI   ,                
где   

 

  d

t
tA

t


  1

0
)(

)(
)( ,      t0 , 

нормально разрешим, так как мы построили его решение конструктивным  путем.  
Так как соответствующее однородное уравнение    0 AI  имеет только одну собственную 

функцию, индекс оператора равен 1. 
Нетеровость здесь понимается в смысле, что однородное интегральное уравнение Вольтерра 

второго рода с заданным (непрерывным, суммируемым с квадратом и др.) ядром имеет только триви-
альное решение, а в нашем случае есть одна собственная функция [6]. 

Заключение 

Таким образом, показано, что особый интегральный оператор Вольтерра второго рода является 
нетеровым и имеет индекс 1. 
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