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Об условии компактности в пространстве звездных множеств  

В статье исследовано пространство ( )S X звездных множеств конечномерного евклидова пространст-
ва, являющегося упорядоченным нормированным пространством. Получены условия компактности в 

( )S X  для подмножеств, состоящих из выпуклых звездных множеств.  

Ключевые слова: звездное множество, калибровочная функция, выпуклость, компактность. 

 
В работе [1] построено упорядоченное нормированное пространство ( )S X  звездных подмно-

жеств конечномерного евклидова пространства nX R  и изоморфное ему пространство ( )K X  ка-
либров звездных множеств.  

Примем обозначения: clM — замыкание; int M — внутренность; frM — граница множества 
.M X  

Напомним U — звездное множество в X    U -замкнутом подмножестве, 0 int :U  каждый 
луч   , 0Lx x x X       пересекает границу U  не более чем в одной точке.  

Функция  ( ) inf O:xPu x U x X       называется калибром множества .U  

При этом P — калибр   P — положительно однородная неотрицательная непрерывная функция на 
X  ([1]).  

Отметим, что соответствие : ( ) ( ),S X K X  ,U Pu  где  : ( ) 1U x X Pu x    является биек-

цией.  

Пусть x — евклидова норма элемента x  в ,nX R  0 : 1B x X x   — единичный шар в ,X  

тогда 
0

,BP   а если  (0, ) : ,B B r x X x r     то 
1

BP
r

  и BP  является нормой в .X  

Нетрудно заметить, что если U — выпуклое звездное множество, то Pu — выпуклая функция.  
Под 0-симметричным множеством в X  будем понимать множество, симметричное относительно 0.  
Если U — звездное, 0 — симметричное множество, то легко увидеть, что 

( ) ( ) ,Pu x Pu x x X     и, наоборот, если ( ) ( ) ,Pu x Pu x x X     то U — 0-симметричное.  
Для звездных множеств вводятся алгебраические инверсные операции 

 1 2 1 2
0 1

(1 )U U cl U U


      сложения и 
1

, ( 0)U U   


 умножения на неотрицательные 

числа. Упорядочение звездных множеств определяется соотношением 1 2 1 2 .U U U U    
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При рассмотрении во множестве калибров ( )K X  операций  1 2 1 2( ) ( ) ( )P P x P x P x    и 

( )( ) ( )P x P x x X      и отношения порядка 1 2 1 2( ) ( )P P P x P x x X      мы продолжим биек-
цию : ( ) ( )S X K X   до алгебраического и порядкового изоморфизма ( )S X  и ( ).K X  При этом 

( )S X  и ( )K X  становятся конусами.  
Поскольку калибры положительно однородны, то ( )K X  можно отождествлять с конусом 

0 0( )C B — неотрицательных, положительно однородных, непрерывных функций на единичном шаре 

0B  в .X  
Построенное далее в [1] упорядоченное нормированное пространство ( )T X  звездных множеств 

позволяет рассматривать ( )S X  как конус в ( )T X  с нормой, определяемой по формуле 

 0inf 0 : ,U U B      соответственно, 
0

( )
max max ( ) ( ).

n x Bx R

P x
P P x P K X

x 
     (Здесь и далее при 

рассмотрении P  считаем 0x  ).  

Замечание 1. Покажем, что ( ).U Pu u S X    По определению  

   0 0 0

1
inf 0 : inf 0 : inf 0 :U U B U B U B                 

 0inf 0 : .U B      

Если 0 0U B Pu B         в силу порядкового изоморфизма .  

Согласно определению 
0

max ( ) max ,
n x Bx R

Pu Pu x x


      тогда  

 0inf 0 : .Pu U B U       

С другой стороны, если 0 0

( ) ( )
max ( ) ,

n

n n

x R

Pu x Pu x
Pu x R Pu x x x R

x x
            т.е. 

0 ,Pu    откуда и 0 0 ,U B    тогда  0 0inf 0 : .U U B Pu         

Таким образом, биекция : ( ) ( )S X K X   является изометрией.  

Замечание 2. Очевидно, 0 1,B    и если 0 0

1
(0, ) ,B B r r B B

r
      то 

1
.B

r
  

Замечание 3. Если 1 2 1 2 .U U U U    Действительно, условие  1 2 1 2 ,U U U U    откуда 

1 2Pu Pu  и 
0 0

1 1 1 2 2 2max ( ) max ( ) .
x B x B

U Pu Pu x Pu x Pu U
 

      

Если (0, ),U B B r   то 
1

.U B
r

   

Предложение. Пусть U  -звездные выпуклые 0-симметричные},  0,B B r U U     

 -выпуклое компактное множество в ( ).S X  

Доказательство. В силу отмеченной выше изометричности   (т.е. гомеоморфности ( )S X  и 

( )K X ) компактность   в ( )S X  равносильна компактности   , ( ),p Pu U P K X P     — 

выпуклая, 
1

( ) ( ), .P x P x P
r
   


 Из включения B U  и замечания 3 
1

,Pu U
r

    но 

0

1
max ( ) ,u
x B

Pu P x U
r

     т.е. множество непрерывных функций p  равномерно ограничено на 

выпуклом компактном шаре 0B  в ,X  т.е. в 0( ),C B  где 0( )C B f  — непрерывные функции на 0 ,B  


0

0max ( ) ( ) .
x B

f f x f C B


    

Как было отмечено выше, калибры выпуклых звездных 0-симметричных множеств выпуклы, 
(т.е. ( ) ( ) 0 , ( ) ( ) ( ) , )P x P x x P x y P x P y x y X            и ( ) ( )P x P x x X     в силу        
0-симметричности множеств.  
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Покажем, что множество p  равностепенно непрерывно в 0( ),C B  т.е. выполнено условие  

1 2 1 2 0 1 20 0 : ( ) ( ) , : .Pu x Pu x U x x B x x                

В силу выпуклости калибров Pu  имеем 1 1 2 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )Pu x Pu x x x Pu x x Pu x       или 

1 2 1 2( ) ( ) ( ),Pu x Pu x Pu x x    2 2 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )Pu x Pu x x x Pu x x Pu x       или 2 1( ) ( )Pu x Pu x         

 2 1( ),Pu x x  откуда 1 2 2 1( ) ( ) ( ).Pu x Pu x Pu x x     

Таким образом, мы получили неравенства 2 1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ),Pu x x Pu x Pu x Pu x x       но 

2 1 1 2( ) ( ),Pu x x Pu x x    т.е. 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )Pu x x Pu x Pu x Pu x x       или 1 2( ) ( )Pu x Pu x            

 1 2( ).Pu x x  
В силу положительной однородности  

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ,
x x x x

Pu x x Pu x x x x Pu
x x x x

    
              

 

где 1 2
0

1 2

,
x x

B
x x





 т.е. 1 2

1 2

.
x x

Pu Pu
x x

 
   

 

Пусть 0,   полагая 0 ,r      имеем  

1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ,
x x

Pu x Pu x Pu x x x x Pu x x Pu
x x

 
         

 

но 
1

,Pu u
r

    поэтому 1 2

1
( ) ( ) ,

r
Pu x Pu x

r r

 
        если 1 2 .x x     

Пусть 0

1
, 0,C B

r

  
    

— пространство непрерывных функций, отображающих компактный шар 

0 (0,1)B B  в числовой компакт 
1

0, ,
r

 
  

 наделенное нормой 
0

max ( ) .
x B

f f x


  

Множество 0

1
, 0,p C B

r

       
  и, как показано выше, p  равномерно ограничено и равносте-

пенно непрерывно в 0

1
, 0, ,C B

r

  
    

 тогда по теореме Арцела-Асколи [2] множество p  является 

относительно компактным в 0

1
, 0, .C B

r

  
    

 

Осталось показать, что p  замкнуто по норме в 0

1
, 0, .C B

r

  
    

 

Пусть  n pn
Pu   и ,nPu P  (т.е. 0nPu P  ) в 0

1
, 0, .C B

r

  
    

 Как известно, сходимость 

по норме в 0

1
, 0,C B

r

  
    

 является равномерной сходимостью, т.е. 0lim ( ) ( ) ,Pn x P x x B    и P  

является непрерывной на 0B  функцией.  

При этом ,n n n nP P Pu Pu P Pu Pu       откуда 
1

lim lim .n nP P Pu Pu
r

     

Очевидно, что ( ) lim ( ) lim ( ) ( );n nP x Pu x Pu x P x        ( ) lim ( )nP x y Pu x y                       

   0lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( ) ( ) , ,n n n nPu x Pu y Pu x Pu y P x P y x y B        т.е. P — выпуклая функция 

на 0.B  
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Кроме того, 0( ) lim ( ) lim ( ) ( ) .n nP x Pu x Pu x P x x B        Распространив P  на всё X  по фор-

муле (0) 0P   и ( ) ,
x x

P x P x x P
x x

   
       

   
 где 0 ,

x
B

x
 0,x   получим, что P  — неотрицательная, 

положительно однородная функция на X  и ( ) ( ) .P x P x x X     

Покажем, что ( ) ( ) ( ) , .P x y P x P y x y X      Если 0x   (или 0y  ) или 0,x y   то всё оче-
видно.  

Пусть 0, 0, 0,x y x y     тогда по определению ( ) ,
x y

P x y x y P
x y

 
      

 но 

    ,
x y x y

x y x y x y
x y x y x y

   
                

 где 0 ,
x

B
x y


 0 ,

y
B

x y


 0

x y
B

x y





 и в 

силу выпуклости P  на 0B  имеем, что  1
( ) ( ) ,

x y
P P x P y

x y x y x y

 
       

 но  

   ( )
x y x y

P x y x y P x y P
x y x y x y

   
                 

 

     1
( ) ( ) ( ) ( ).x y P x P y P x P y

x y
    


 

Мы получили, что P  — выпуклая на X  функция. При этом P  определяется на 0 ,B  поэтому 

1
,P

r
  что было уже отмечено.  

Покажем, что P  — непрерывная на X  функция. Пусть ,nx x  проверим, что ( ) ( ).nP x P x  

Как известно, сходимость nx x  в nX R  равносильна тому, что 0.nx x   

Учитывая, что 0,nx x   можно считать, что   0 ,nx x B   а так как P  на 0B  является непре-

рывной функцией, то   (0) 0.nP x x P    Поскольку nP  и P — числовые функции, то  

     ( ) ( ) 0 ( ) 0.n n nP x P x P x P x P x P x        

Учитывая выпуклость функции ,P  имеем оценки:  

         ( ) ;n n n n n nP x P x x x P x x P x P x x P x          

        ,n n nP x P x x x P x x P x        

откуда  

   ( ) ,n nP x P x P x x      ( ) .n nP x P x P x x    

Из последних двух неравенств имеем       0n nP x P x P x x     и т.д.  

Таким образом, мы показали, что P  — неотрицательная, положительно однородная, выпуклая 

функция на ,X ( ) ( )P x P x x X     и  1
(0, ) ,P B B r U

r
     т.е. функция P  является калибром 

множества ,U   откуда .pP  

Тем самым p — замкнутое множество, что вместе с относительной компактностью дает ком-

пактность ,p  а в силу изометрии — и компактность .  Покажем, что p — выпуклое множе-

ство. Пусть 1 2, ,pP P  , 0,   1,   1 2 .P P P    Очевидно, что P — неотрицательная, непре-

рывная, положительно однородная функция, ( ) ( ) .P x P x x X     

Кроме того, 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P x y P x y P x y P x P y P x P y              1 2( ) ( )P x P x  + 

 1 2( ) ( ) ( ) ( ),P y P y P x P y      а 1 2 1 2

1 1
,P P P P P r

r r
             откуда .pP  
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Тем самым ,p  а значит, и  — выпуклое компактное множество.  

Замечание 4. Как известно, для звездных множеств 1U  и 2U  условие 1 2U U  означает, что 

1 2 .U U  Кроме того, в силу звездности 1U  существует шар 1(0, ) ,B B r U   а значит, 2.B U  По-
этому полученный в предложении результат представляет  

Теорема. Пусть  — ограниченное сверху в ( )S X  множество звездных выпуклых 0 - симмет-

ричных множеств  — выпуклое компактное множество.  
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Т.Х.Мақажанова 

Жұлдыздық жиындар кеңістігіндегі ықшамдылық шарты жайында 

Мақалада ақырлы өлшемді евклидтік кеңістіктің ( )S X  жұлдызды жиындар кеңістігі реттелген 

нормалданған кеңістікте зерттелген. Дөңес жұлдызды жиындардан тұратын ( )S X  ішкі жиындарының 
ықшамдылық шарты алынды. 

 

T.Kh.Makazhanova 

About the condition of the compactness in the space of star-shaped sets 

In this paper was investigated the space ( )S X  star-shaped sets in the finite-dimensional The properties of 
space is the space of star-shaped subsets of finite-dimensional Euclidean space, which is an ordered nor med 
space. Here were obtained the conditions of the compactness in ( )S X  for subsets consisting of the convex 
star-shaped sets. 
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