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О достаточном условии предкомпактности множеств в
обобщенных пространствах Морри

В статье приведены достаточные условия предкомпактности множеств в обобщенных пространствах
Морри M

w(·)
p (Rn). Из доказанной теоремы в случае w(r) = r−λ, 0 ≤ λ ≤ n

p
, вытекает известный

результат для пространства Морри Mλ
p (Rn), а в случае λ = 0 — хорошо известная теорема Фреше-

Колмогорова. Предварительно доказаны несколько лемм об оценке средних функций в обобщенном
пространстве Морри. Эти леммы представляют самостоятельный интерес. Обсуждается необходи-
мость полученных условий.
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Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, w – измеримая неотрицательная функция на (0,∞), не эквивалентная нулю. Обоб-
щенное пространство Морри Mw(·)

p ≡ M
w(·)
p (Rn) определяется как множество всех функций f ∈ Llocp (Rn)

с конечной квазинормой
‖f‖

M
w(·)
p
≡ sup
x∈Rn, r>0

(
w(r) ‖f‖Lp(B(x,r))

)
,

где B(x, r) – открытый шар с центром в точке x ∈ Rn радиуса r > 0.
Пространство M

w(·)
p совпадает с классическим пространством Морри Mλ

p при w(r) = r−λ, где
0 ≤ λ ≤ n

p , которое, в свою очередь, при λ = 0 совпадает с пространством Lp(Rn), а при λ = n
p —

с пространством L∞(Rn).
В соответствии с [1, 2] обозначим через Ωp∞ множество всех функций, которые являются неотрица-

тельными, измеримыми на (0,∞), не эквивалентными 0 и такими, что для некоторого t > 0 (а значит, и
для любых t > 0)

‖w(r)r
n
p ‖L∞(0,t) <∞, ‖w(r)‖L∞(t,∞) <∞.

Пространство Mw(·)
p нетривиально, т.е. состоит не только из функций, эквивалентных 0 на Rn, тогда

и только тогда, когда w ∈ Ωp∞ (см. [3, 4]).
Пусть χ(A) — характеристическая функция множества A ⊂ Rn и cA — дополнение A.
Теорема. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞ и w ∈ Ωp∞. Предположим, что множество S ⊂ M

w(·)
p удовлетворяет

следующим условиям:

sup
f∈S
‖f‖

M
w(·)
p

<∞; (1)

lim
u→0

sup
f∈S
‖f(·+ u)− f(·)‖

M
w(·)
p

= 0; (2)

lim
r→∞

sup
f∈S

∥∥fχcB(0,r)

∥∥
M
w(·)
p

= 0. (3)

Тогда S является предкомпактным множеством в M
w(·)
p . В случае пространства Морри Mλ

p (0 <
< λ < n

p ) эта теорема была доказана в работе [5], а в случае λ = 0 — это хорошо известная теорема
Фреше-Колмогорова [6].

Для доказательства теоремы нам понадобятся следующие вспомогательные утверждения.
Для f ∈ Lloc1 (Rn) и r > 0 обозначим

(Mrf) (x) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y)dy,
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где | A | обозначает меру Лебега множества A ⊂ Rn.
Лемма 1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, w ∈ Ωp∞. Тогда для всех f ∈Mw(·)

p и r > 0 имеет место оценка

‖Mrf − f‖Mw(·)
p
≤ sup
u∈B(0,r)

‖f(·+ u)− f(·)‖
M
w(·)
p

. (4)

Доказательство. Пусть z ∈ Rn и ρ > 0. Тогда, согласно неравенству Гельдера,

‖Mrf − f‖Lp(B(z,ρ)) =

 ∫
B(z,ρ)

∣∣∣∣∣∣∣
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y)dy − f(x)

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

=

=

 ∫
B(z,ρ)

∣∣∣∣∣∣∣
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

(f(y)− f(x))dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

≤

≤

 ∫
B(z,ρ)

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)|pdy

 dx


1
p

.

Далее, используя замену переменных y = x+ uименяяместами порядок интегрирования, получаем:

‖Mrf − f‖Lp(B(z,ρ)) ≤

 ∫
B(z,ρ)

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

|f(x+ u)− f(x)|pdu

 dx


1
p

=

=

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

 ∫
B(z,ρ)

|f(x+ u)− f(x)|pdx

 du


1
p

=

=

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

‖f(·+ u)− f(·)‖pLp(B(z,ρ)) du


1
p

.

Следовательно,
‖Mrf − f‖Mw(·)

p
= sup
z∈Rn, ρ>0

w(ρ) ‖Mrf − f‖Lp(B(z,ρ)) ≤

≤ sup
z∈Rn, ρ>0

w(ρ)

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

‖f(·+ u)− f(·)‖pLp(B(z,ρ)) du


1
p

≤

≤

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

sup
z∈Rn, ρ>0

‖f(·+ u)− f(·)‖pLp(B(z,ρ)) du


1
p

=

=

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

‖f(·+ u)− f(·)‖p
M
w(·)
p

du


1
p

≤ sup
u∈B(0,r)

‖f(·+ u)− f(·)‖
M
w(·)
p

.

Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, w ∈ Ωp∞. Тогда для всех f ∈Mw(·)

p и r > 0 имеет место неравенство

‖Mrf‖Mw(·)
p
≤ ‖f‖

M
w(·)
p

. (5)
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Доказательство. Согласно неравенству Гельдера

‖Mrf‖Lp(B(z,ρ)) =

 ∫
B(z,ρ)

∣∣∣∣∣∣∣
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y)dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

≤

≤

 ∫
B(z,ρ)

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|p dy

 dx


1
p

=

=

 ∫
B(z,ρ)

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

|f(x+ u)|p du

 dx


1
p

=

=

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

 ∫
B(z,ρ)

|f(x+ u)|p dx

 du


1
p

=

=

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

 ∫
B(z+u,ρ)

|f(v)|p dv

 du


1
p

=

=

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

‖f‖pLp(B(z+u,ρ)) du


1
p

.

Далее,
‖Mrf‖Mw(·)

p
≤ sup
z∈Rn, ρ>0

(
w(ρ) ‖Mrf‖Lp(B(z,ρ))

)
≤

≤ sup
z∈Rn, ρ>0

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

(
w(ρ) ‖f‖Lp(B(z+u,ρ))

)p
du


1
p

≤

≤

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

(
sup

z∈Rn, ρ>0
w(ρ) ‖f‖Lp(B(z+u,ρ))

)p
du


1
p

=

=

 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

(
sup

x∈Rn, ρ>0
w(ρ) ‖f‖Lp(B(x,ρ))

)p
du


1
p

= ‖f‖
M
w(·)
p

.

Лемма 2 доказана.
Лемма 3. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, w ∈ Ωp∞. Тогда существует r0 > 0 и для любых 0 < r ≤ r0 существует

Cr > 0, зависящее только от r, n, p, w, такое, что:
1) для любых f ∈Mw(·)

p

‖Mrf‖C(Rn) ≤ Cr ‖f‖Mw(·)
p

; (6)

2) для любых δ > 0

sup
u∈B(0,δ)

‖Mrf(·+ u)−Mrf‖C(Rn) ≤ Cr sup
u∈B(0,δ)

‖f(·+ u)− f(·)‖
M
w(·)
p

. (7)
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Доказательство 1. Так как функция w ∈ Ωp∞ не эквивалентна 0, то существует r0 > 0 такое, что
sup

r0<ρ<∞
w(ρ) > 0. Пусть 0 < r ≤ r0. Согласно неравенству Гельдера для любых x ∈ Rn

|Mrf(x)| ≤ 1

|B(x, r)|
1
p

‖f‖Lp(B(x,r)) .

Следовательно,

|Mrf(x)|w(ρ) ≤ 1

(vnrn)
1
p

(
w(ρ) ‖f‖Lp(B(x,r))

)
,

где vn — объем единичного шара в Rn и

|Mrf(x)| sup
r<ρ<∞

w(ρ) ≤ 1

(vnrn)
1
p

(
sup

r<ρ<∞
w(ρ) ‖f‖Lp(B(x,r))

)
≤ 1

(vnrn)
1
p

(
sup

r<ρ<∞
w(ρ) ‖f‖Lp(B(x,ρ))

)
≤

≤ 1

(vnrn)
1
p

(
sup
ρ>0

w(ρ) ‖f‖Lp(B(x,ρ))

)
.

Поэтому для любых x ∈ Rn
|Mrf(x)| ≤ Cr ‖f‖Mw(·)

p
, (8)

где Cr =

(
( sup
r<ρ<∞

w(ρ))(vnr
n)

1
p

)−1

.

2. Далее, для любых x1, x2 ∈ B(0, r)

|(Mrf) (x1)− (Mrf) (x2)| = 1

vnrn

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B(x1,r)

f(y)dy −
∫

B(x2,r)

f(y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ =

= (vnr
n)−1

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B(0,r)

f(z + x1)dz −
∫

B(0,r)

f(z + x2)dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ (vnr

n)−1

∫
B(0,r)

|f(z + x1)− f(z + x2)| dz =

= (vnr
n)−1

∫
B(x2,r)

|f(s+ x1 − x2)− f(s)| ds ≤

≤ (vnr
n)−

1
p ‖f(·+ x1 − x2)− f(·)‖Lp(B(x2,r))

.

Поэтому, аналогично первому шагу доказательства, получим вместо (8) неравенство

|(Mrf) (x1)− (Mrf) (x2)| ≤ Cr ‖f(·+ x1 − x2)− f(·)‖
M
w(·)
p

.

Следовательно,

sup
x1,x2∈Rn, |x1−x2|≤δ

|(Mrf) (x1)− (Mrf) (x2)| ≤ Cr sup
x1,x2∈Rn, |x1−x2|≤δ

‖f(·+ x1 − x2)− f(·)‖
M
w(·)
p

=

= Cr sup
u∈B(0,δ)

‖f(·+ u)− f(·)‖
M
w(·)
p

.

Лемма 3 доказана.
Лемма 4. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, w ∈ Ωp∞. Тогда существует C > 0, зависящее только от n, p, w, такое, что

для любых r,R > 0 и любых f, g ∈Mw(·)
p имеет место оценка

‖Mrf −Mrg‖Mw(·)
p
≤ C

(
1 +R

n
p

)
‖Mrf −Mrg‖C(B(0,R)) +
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+ sup
u∈B(0,r)

‖f(·+ u)− f(·)‖
M
w(·)
p

+ sup
u∈B(0,r)

‖g(·+ u)− g(·)‖
M
w(·)
p

+

+
∥∥∥fχ

cB(0,R)

∥∥∥
M
w(·)
p

+
∥∥∥gχ

cB(0,R)

∥∥∥
M
w(·)
p

.

Доказательство. Действительно,

‖Mrf −Mrg‖Mw(·)
p
≤
∥∥∥(Mrf −Mrg)χ

B(0,R)

∥∥∥
M
w(·)
p

+
∥∥∥(Mrf −Mrg)χ

cB(0,R)

∥∥∥
M
w(·)
p

= I1 + I2.

Далее,
I1 = sup

x∈Rn, ρ>0

(
w(ρ) ‖Mrf −Mrg‖Lp(B(x,ρ)∩B(0,R))

)
≤

≤ sup
x∈Rn, 0<ρ<1

(
w(ρ) ‖Mrf −Mrg‖Lp(B(x,ρ)∩B(0,R))

)
+

+ sup
x∈Rn, 1≤ρ<∞

(
w(ρ) ‖Mrf −Mrg‖Lp(B(x,ρ)∩B(0,R))

)
≤

≤ ‖Mrf −Mrg‖C(B(0,R))
·
(

sup
0<ρ<1

w(ρ) (vnρ
n)

1
p + sup

1≤ρ<∞
w(ρ) (vnR

n)
1
p

)
≤

≤ C
(

1 +R
n
p

)
‖Mrf −Mrg‖C(B(0,R))

,

где

C = v
1
p
n

(
sup

0<ρ<1
w(ρ)ρ

n
p + sup

1≤ρ<∞
w(ρ)

)
<∞,

так как w ∈ Ωp∞.
Кроме того, согласно лемме 1

I2 ≤ ‖Mrf − f‖Mw(·)
p

+
∥∥∥(f − g)χ

cB(0,R)

∥∥∥
M
w(·)
p

+ ‖Mrg − g‖Mw(·)
p
≤

≤ sup
u∈B(0,r)

‖f(·+ u)− f(·)‖
M
w(·)
p

+ sup
u∈B(0,r)

‖g(·+ u)− g(·)‖
M
w(·)
p

+

+
∥∥∥fχ

cB(0,R)

∥∥∥
M
w(·)
p

+
∥∥∥gχ

cB(0,R)

∥∥∥
M
w(·)
p

,

откуда и следует искомое неравенство.
Лемма 4 доказана.
Лемма 5. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, w ∈ Ωp∞. Тогда для любых r, R > 0 и f, g ∈Mw(·)

p

‖f − g‖
M
w(·)
p
≤ C

(
1 +R

n
p

)
‖Mrf −Mrg‖C(B(0,R))

+

+2 sup
u∈B(0,r)

‖f(·+ u)− f(·)‖Mw
p

+ 2 sup
u∈B(0,r)

‖g(·+ u)− g(·)‖
M
w(·)
p

+

+
∥∥∥fχ

cB(0,R)

∥∥∥
Mw
p

+
∥∥∥gχ

cB(0,R)

∥∥∥
Mw
p

, (9)

где C > 0 такое же, как и в лемме 4.
Доказательство. Достаточно заметить, что

‖f − g‖
M
w(·)
p
≤ ‖Mrf − f‖Mw(·)

p
+ ‖Mrf −Mrg‖Mw(·)

p
+ ‖Mrg − g‖Mw(·)

p
,

и воспользоваться леммами 1 и 4.
Доказательство теоремы. Пусть S ⊂Mw(·)

p и выполнены условия (1)–(3).
Шаг 1. Пусть 0 < r < r0, где r0 определено в лемме 3, и R > 0 фиксированы. В силу неравенства (6)

и условия (1) следует, что supf∈S ‖Mrf‖C(B(0,R))
<∞.

Кроме того, в силу неравенства (7) и условия (2), следует, что
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lim
u→0

sup
f∈S
‖Mrf(·+ u)−Mrf(·)‖

C(B(0,R))
= 0.

Следовательно, по теореме Асколи-Арцела множество Sr = {Mrf : f ∈ S} предкомпактно в C(B(0, R)),
или, что то же самое, множество Sr вполне ограничено, т.е. для любых ε > 0 существуют m ∈ N,
f1, ..., fm ∈ S (зависящие от ε, r и R) такие, что для любых f ∈ S

min
j=1,...,m

‖Mrf −Mrfj‖C(B(0,R))
< ε.

Шаг 2. Пусть {ϕ1, ..., ϕm} – произвольное конечное подмножество S. В силу неравенства (9) для любых
f ∈ S и любых j = 1, ...,m

‖f − ϕj‖Mw
p
≤ C(1 +R

n
p ) ‖Mrf −Mϕj‖C(B(0,R))

+

+2 sup
u∈B(0,r)

‖f(·+ u)− f(·)‖
M
w(·)
p

+ 2 sup
u∈B(0,r)

‖ϕj(·+ u)− ϕj(·)‖Mw(·)
p

+

+
∥∥fχcB(0,R)

∥∥
M
w(·)
p

+
∥∥ϕjχcB(0,R)

∥∥
M
w(·)
p
≤

≤ C(1 + R
n
p ) ‖Mrf −Mrϕj‖C(B(0,R))

+ 4 sup
u∈B(0,r)

sup
g∈S
‖g(·+ u)− g(·)‖Mw

p
+ 2 sup

g∈S

∥∥gχcB(0,R)

∥∥
Mw
p
.

Следовательно,
min

j=1,...,m
‖f − ϕj‖Mw

p
≤ C(1 + R

n
p ) min

j=1,...,m
‖Mrf −Mrϕj‖C(B(0,R))

+

+4 sup
u∈B(0,r)

sup
g∈S
‖g(·+ u)− g(·)‖Mw

p
+ 2 sup

g∈S

∥∥gχcB(0,R)

∥∥
Mw
p
. (10)

Шаг 3. Пусть ε > 0. Во-первых, используя условие (3), мы находим такое R(ε) > 0, что

sup
g∈S

∥∥gχcB(0,R(ε))

∥∥
Mw
p
<
ε

6
.

Далее, используя условие (2), мы находим такое r(ε), что

sup
u∈B(0,r(ε))

sup
g∈S
‖g(·+ u)− g(·)‖Mw

p
<

ε

12
.

И, наконец, в силу предкомпактности множества Sr(ε) в C(B(0, R(ε))) существуют такие m(ε) ∈ N и
f1,ε, ..., fm(ε),ε ∈ S, что для любых f ∈ S

min
j=1,...,m(ε)

∥∥Mr(ε)f −Mr(ε)fj,ε
∥∥
C(B(0,R(ε)))

<
ε

3C(1 +R(ε)
n
p )
.

Следовательно, в силу неравенства (10) с ϕj = fj,ε, j = 1, ...,m(ε), для любых f ∈ S

min
j=1,...,m(ε)

‖f − fj,ε‖Mw
p
<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Это означает, что множество S вполне ограничено в Mw
p , или, что то же самое, множество S предком-

пактно в Mw
p , что и завершает доказательство теоремы.

Замечание. Условие (1) в теореме является необходимым, так как любое предкомпактное множество
в нормированном пространстве является ограниченным.

Что касается условий (2) и (3), то они не являются необходимыми, во всяком случае при n = 1

и w(r) = r−λ, 0 < λ < 1
p , так как множество S, состоящее только из одной функции |x|λ−

1
p ∈ Mλ

p ,

предкомпактно, но условия (2) и (3) не выполняются. Это следует из приводимого ниже примера.
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Таким образом, вопрос о нахождении необходимых и достаточных условий предкомпактности множе-
ства S ⊂Mw(·)

p остается открытым.
Пример. При n = 1 и w(r) = r−λ, 1 ≤ p <∞, 0 < λ < 1

p ,(
Mr(| · |λ−

1
p )
)

(x) 9 |x|λ−
1
p (11)

в Mλ
p при r → 0+;

|x+ u|λ−
1
p 9 |x|λ−

1
p (12)

в Mλ
p при u→ 0;

|x|λ−
1
pχ

c
B(0,r)

(x) 9 0 (13)

в Mλ
p при r → +∞.
Действительно, для x > 0 и 0 < r < x

Mr(| · |λ−
1
p )(x) =

1

2r

x+r∫
x−r

yλ−
1
p dy =

=

(
λ− 1

p
+ 1

)−1
1

2r

(
(x+ r)λ−

1
p+1 − (x− r)λ−

1
p+1
)

=

=

(
λ− 1

p
+ 1

)−1
xλ−

1
p+1

2r

[(
1 +

r

x

)λ− 1
p+1

−
(

1− r

x

)λ− 1
p+1
]

;

Mr(| · |λ−
1
p )(x)− xλ−

1
p =

=

(
λ− 1

p
+ 1

)−1
xλ−

1
p+1

2r

[(
1 +

r

x

)λ− 1
p+1

−
(

1− r

x

)λ− 1
p+1

− 2

(
λ− 1

p
+ 1

)
r

x

]
.

Воспользовавшись неравенством*

(1 + y)µ − (1− y)µ − 2µy ≥ µ(1− µ)(2− µ)

3
y3,

справедливым для любых 0 < µ < 1 и 0 < y < 1, получим, полагая µ = λ − 1
p + 1 и y = r

x , что для
некоторого c > 0, зависящего только от λ и p, для любых 0 < r < x

Mr(| · |λ−
1
p )(x)− xλ−

1
p ≥ cxλ−

1
p

( r
x

)2

.

Следовательно,∥∥∥Mr(| · |λ−
1
p )(x)− |x|λ−

1
p

∥∥∥
Mλ
p

= sup
z∈R, r>0

r−λ
∥∥∥Mr(| · |λ−

1
p )(x)− |x|λ−

1
p

∥∥∥
Lp(z−r,z+r)

≥

≥ r−λ
∥∥∥Mr(| · |λ−

1
p )(x)− |x|λ−

1
p

∥∥∥
Lp(2r,4r)

≥ cr−λ
∥∥∥∥xλ− 1

p

( r
x

)2
∥∥∥∥
Lp(2r,4r)

≥

*Действительно, согласно формуле Тейлора, существуют такие ξ, η, что 1 − x < η < 1 < ξ < 1 + x и

(1 + y)µ − (1− y)µ − 2µx = 1 + µx+
µ(µ− 1)

2
x2 +

µ(µ− 1)(µ− 2)

6
x3 +

µ(µ− 1)(µ− 2)(µ− 3)

24
ξµ−4x4−

−
(
1− µx+

µ(µ− 1)

2
x2 − µ(µ− 1)(µ− 2)

6
x3 +

µ(µ− 1)(µ− 2)(µ− 3)

24
ηµ−4x4

)
− 2µx =

=
µ(µ− 1)(µ− 2)

3
x3 +

µ(µ− 1)(µ− 2)(µ− 3)

24

(
ξµ−4 − ηµ−4)x4 ≥ µ(µ− 1)(µ− 2)

3
x3.
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О достаточном условии . . .

≥ c r−λ(4r)λ−
1
p

(
1

4

)2

(2r)
1
p = c 4λ−

1
p−22

1
p > 0,

откуда следует (11). Из (11), согласно лемме 1, следует (12). Наконец,∥∥∥∥|x|λ− 1
p χ

c
B(0,r)

(x)

∥∥∥∥
Mλ
p

= sup
z∈Rn, ρ>0

∥∥∥∥|x|λ− 1
p χ

c
B(0,r)

(x)

∥∥∥∥
Lp(x−ρ,x+ρ)

≥

≥ sup
ρ>r

ρ−λ
∥∥∥|x|λ− 1

p

∥∥∥
Lp((0,ρ)∩(r,∞))

= sup
ρ>r

ρ−λ

nvn ρ∫
r

xλp−1dx

 1
p

≥

≥ lim
ρ→+∞

ρ−λ
(
nvn
λp

(
ρλp−1 − rλp−1

)
dx

) 1
p

=

(
nvn
λp

) 1
p

,

откуда следует (13).

Данная работа выполнена при поддержке Государственного проекта 0085/PTSF-14, гранта Мини-
стерства образования и науки (проект 2709/ГФ4) и Российского научного фонда (проект 14-11-00443).
Отметим, что результаты этой работы ранее без доказательства были опубликованы в [7].
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Н.А. Бокаев, В.И. Буренков, Д.Т. Матин

Жалпыланған Морри кеңiстiгiндегi жиындардың жинақы
болуының жеткiлiктi шарты туралы

МақаладаMw(·)
p жалпыланған Морри кеңiстiгiндегi жиындардың жинақы болуының жеткiлiктi шарт-

тары келтiрiлдi. Дәлелденген теоремадан w(r) = r−λ болған жағдайда Mλ
p Морри кеңiстiгiне белгiлi

нәтиже шығады, ал λ = 0 жағдайда бұл жақсы белгiлi Фреше-Колмогоров теоремасы. Алдымен, ор-
таланған функциялардың жалпыланған Морри кеңiстiгiнде бағалануы туралы бiрнеше лемма дәлел-
денген. Бұл леммалардың өзiндiк маңызы бар. Алынған шарттардың қажеттiлiгi талқыланды.
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N.A. Bokayev, V.I. Burenkov, D.T. Matin

Sufficient conditions for pre-compactness of sets in the
generalized Morrey spaces

In this paper, we present sufficient conditions for pre-compactness of sets in the generalized Morrey spaces
M

w(·)
p . From this theorem for the case of w(r) = r−λ follows the well-known result for the Morrey space

Mλ
p and in the case of λ = 0 this is the well-known Frechet-Kolmogorov theorem. Pre proved some lemmas

on the estimation of the average in the generalized Morrey space. These lemmas gives independent interest.
It is discussed the necessity of the obtained conditions.
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