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−Δ𝑦𝜐 = 0,  у ∈ ℝ𝑛\𝐺0,

𝜕𝜐

𝜕𝜈𝑦
+ 𝑏(𝑥, 𝑦)𝜐 = 𝑏(𝑥, 𝑦),                       𝑦 ∈ 𝜕𝐺0,

𝜐 → 0, |𝑦| → ∞.
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Бұл жұмыста перфорацияланған облыстағыекі өлшемді Навье–Стокс теңдеулер жүйесі 

үшін бастапқы–шектік есептің аттракторларының асимптотикалық әрекетін зерттейміз 

(облыстың геометриясы туралы [1] қараңыз). Соңғы уақыттарда пайда болған 

аттракторлардың орташалануына байланысты бірнеше жұмыстарды атап өтеміз ([2],[3] және 

[4]).  

Осы баяндамада перфорацияланған облыстағы екі өлшемді Навье–Стокс теңдеулер 

жүйесінің 𝔄 𝜀 траекториялық аттракторлары 𝜀 → 0 +жағдайда әлсіз мағынада тиісті 

функционалды кеңістіктеріндеорташаланған теңдеулер жүйесінің 𝔄 траекториялық 

аттракторына жинақталатындығы көрсетіледі([5], [6]). Мұнда кіші параметр 𝜀 
перфорацияланған ортадағы қуыстардың диаметрін олардың арасындағы қашықтықты 

сипаттайды.  

Ω – ℝ2-гі шектелген облыс және 𝜕Ω – шекарасы тегіс болсын. 𝐺0 ⊂ 𝑌 = (−
1

2
,
1

2
) – облыс 

болсын, тиесілі𝐺̄0шарға диффеоморфты компакт болып табылатындай. 

𝛿 > 0және𝑀–кез келген жиын болсын, біз келесі белгілеулерді енгіземіз:𝛿𝑀 =
{𝑥: 𝛿−1𝑥 ∈ 𝑀}. 𝑗 ∈ ℤ2үшінкелесi жиындардыанықтаймыз 

𝑃𝜀
𝑗
= 𝜀𝑗, 𝑌𝜀

𝑗
= 𝑃𝜀

𝑗
+ 𝜀𝑌, 𝐺𝜀

𝑗
= 𝑃𝜀

𝑗
+ 𝜀𝐺0. 

Әрі қарай, Ω̃𝜀 = {𝑥 ∈ 𝛺: 𝜌(𝑥, 𝜕Ω) > √2𝜀}облысын және 𝛾𝜀 = {𝑗 ∈ ℤ
2: 𝐺𝜀

𝑗
∩ Ω̄̃𝜀 ≠ ∅}рұқсат 

етілген индекстер жинағынанықтаймыз. 
Назар аударыңыз,|𝛾𝜀| ≅ 𝑑𝜀−2 мұнда, 𝑑 > 0– тұрақты. Келесі облысты қарастырайық, 

Ω𝜀 = Ω\𝐺̄𝜀, 𝐺𝜀 = 𝑈𝑗∈𝛾𝜀𝐺𝜀
𝑗
. 
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Кеңістіктер үшін келесі белгілеулерді енгіземіз: 𝐇:= [𝐿2(Ω)]
2, 𝐇𝛆: = [𝐿2(Ω𝜀)]

2, 𝐕:=
[𝐻0

1(Ω)]2, 𝐕𝜀: = [𝐻
1(Ω𝜀; 𝜕Ω)]

2 – [𝐻1(Ω)]2–гі 𝜕Ωшекарасында іздері нөлге тең вектор-

функциялар жиыны. Бұл кеңістіктердің нормалары, сәйкесінше, келесідей анықталады:  

 
∥ 𝑣 ∥2: = ∫

Ω
∑2𝑖=1 |𝑣

𝑖(𝑥)|2𝑑𝑥, ∥ 𝑣 ∥𝜀
2: = ∫

Ω𝜀
∑2𝑖=1 |𝑣

𝑖(𝑥)|2𝑑𝑥,

∥ 𝑣 ∥1
2: = ∫

Ω
∑2𝑖=1 |∇𝑣

𝑖(𝑥)|2𝑑𝑥, ∥ 𝑣 ∥1𝜀
2 : = ∫

Ω𝜀
∑2𝑖=1 |∇𝑣

𝑖(𝑥)|2𝑑𝑥.
 

Навье-Стокс теңдеулерінің автономды екіөлшемді жүйесі үшін келесі бастапқы–шектік 

есептің траекториялық аттракторларының асимптотикалық әрекетін зерттейміз 

{
 
 
 

 
 
 
𝜕𝑢𝜀
𝜕𝑡

− 𝜈Δ𝑢𝜀 + (𝑢𝜀 , ∇)𝑢𝜀 = 𝑔(𝑥,
𝑥

𝜀
), 𝑥 ∈ Ω𝜀 ,

(∇, 𝑢𝜀) = 0, 𝑥 ∈ Ω𝜀 ,

𝜈
𝜕𝑢𝜀
𝜕𝑛

+ 𝐵 (
𝑥

𝜀
)𝑢𝜀 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝐺𝜀 , 𝑡 ∈ (0,+∞),

𝑢𝜀 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω
𝑢𝜀 = 𝑈(𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝜀 , 𝑡 = 0.

 (1) 

 

мұнда 𝑢𝜀 = 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) = (𝑢𝜀
1, 𝑢𝜀

2), 𝑔 = 𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝑔1, 𝑔2) ∈ [𝐿2(Ω × ℝ
2)]2, n–шекараның сыртқы 

нормаль векторы және 𝜈 > 0,  𝐵(𝑠) = (
𝑏1(𝑠) 0

0 𝑏2(𝑠)
), 𝑏𝑘(𝑠) ∈ 𝐶(ℝ2),  𝑏𝑘(𝑠)  −әрбір 

айнымалыүшін1–периодты және ∫
𝜕𝐺0

𝑏𝑘(𝑠) 𝑑𝜎 = 0шартын қанағаттандыратын функция (𝑘 =

1, 2),мұнда 𝑑𝜎– қисық ұзындығының элементі. 

Орташаланған (шектік) есеп келесі түрдe болады: 

{
 
 

 
 𝜕𝑢0
𝜕𝑡

− 𝜈 ∑ 𝑎̂𝑖𝑙
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙

2

𝑖,𝑙=1

+ (𝑢0, ∇)𝑢0 + 𝑉𝑢0 = 𝑔̅(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

(∇, 𝑢0) = 0, 𝑥 ∈ Ω,
𝑢0 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω
𝑢0 = 𝑈(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 = 0,

 (2) 

мұнда 

𝑎̂𝑖𝑙 = ∫

𝑌\𝐺0

(
𝜕𝑁𝑙(𝜉)

𝜕𝜉𝑖
+ 𝛿𝑖𝑙)𝑑𝜉, 𝑔̅(𝑥) = ∫

𝑌\𝐺0

𝑔(𝑥, 𝜉) 𝑑𝜉, 

 𝑚𝑘 = −∫
𝜕𝐺0

𝑏𝑘(𝜉)𝑀𝑘(𝜉) 𝑑𝜎,        𝑉 = (
𝑚1 0
0 𝑚2

), 

𝑁𝑙(𝜉)және𝑀𝑘(𝜉)–1–периодтық, периодтылық ұяшығында орташа мәні нөлге теңжәне 

төмендегiшарттарды қанағаттандыратын функциялар: 

Δ𝑀𝑘 = 0, 𝜉 ∈ 𝑌\𝐺0,
𝜕𝑀𝑘

𝜕𝑛
= −𝑏𝑘(𝜁),    𝜉 ∈ 𝜕𝐺0, 

 Δ𝑁𝑙 = 0, 𝜉 ∈ 𝑌\𝐺0,          𝜉 ∈ 𝑌\𝐺0,
𝜕𝑁𝑙

𝜕𝑛
= −𝑛𝑙,      𝜉 ∈ 𝜕𝐺0. 

𝐕 кеңістігіндегі 𝜈 ∑ 𝑎̂𝑖𝑙
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙

2
𝑖,𝑙=1  операторының бірінші меншікті мәні𝜆0 саны болсын. 

Келесідей теореманы аламыз ([7] қараңыз). 

Теорема 1. Айталықλ0 > 𝑚𝑎𝑥{m1, m2}, онда𝐋2
b(ℝ+; V) ∩ 𝐋∞(ℝ+; H) ∩ {𝑣:

t


∈

𝐋2
b(ℝ+; H)}кеңістігінде𝜀 → 0 + үшін келесі шектік қатынас орындалады 

𝔄𝜀 → 𝔄, 

мұнда𝔄𝜀 , 𝔄–сәйкесінше (1) және (2) есептерінің траекториялық аттракторлары. 
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В пространстве суммируемых функций 𝐿1(ℝ)рассмотрим следующее дифференциальное 

уравнение второго порядка: 

 

−𝑠(𝑥)(𝜌(𝑥)𝑦 ′)′ + 𝑟(𝑥)𝑦 ′ = 𝑓(𝑥), (1) 
 

где𝑥 ∈ ℝ,𝜌(𝑥) — дважды непрерывно дифференцируемая функция,𝑠(𝑥)—непрерывная 

функция,𝑟(𝑥) — непрерывно дифференцируемая функция, а 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ). 

Определим оператор 𝑙 на множестве 𝐷(𝑙) = 𝐶0
(2)(ℝ) следующим образом: 

 

𝑙𝑦 ≔ −𝑠(𝑥)(𝜌(𝑥)𝑦′)′ + 𝑟(𝑥)𝑦′.  

 

Через 𝑙 обозначим замыкание𝑙 в норме 𝐿1(ℝ). Решением уравнения (1) назовём элемент  

𝑦 ∈ 𝐷(𝑙) такой, что 𝑙𝑦 = 𝑓. 

Будем говорить, что решение 𝑦уравнения (1) является 𝐿1-максимальнорегулярным, если 

выполняется следующая оценка 

 

‖−𝑠(𝜌𝑦 ′)′‖
𝐿1(ℝ)

+ ‖𝑟𝑦 ′‖
𝐿1(ℝ)

+ ‖𝑦‖𝐿1(ℝ) ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿1(ℝ),  

 

причём постоянная 𝐶не зависит от 𝑦. 

Теорема.Пусть 𝜌 ≥ 1, 𝑟(𝑥) ≥ max(𝜌(𝑥), √1 + 𝑥2), а 𝑠(𝑥) ≥ 𝛿 > 0 — непрерывная и 

ограниченная функция. Тогда уравнение (1) имеет единственное решение 𝑦 и для𝑦 выполнена 

следующая оценка 𝐿1-максимальной регулярности: 

 

∥∥−𝑠(𝜌𝑦 ′)′∥∥1 + ∥∥𝑟𝑦
′∥∥1 + ∥∥𝑦∥∥1 ≤ 𝐶0∥∥𝑓∥∥1.  
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