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Аналитический метод исследования решения начальной задачи для линейных 
дифференциальных уравнений с малым параметром при производных 

В статье рассмотрена неоднородная задача Коши для линейного дифференциального уравнения с ма-
лым параметром при производных. На основе фундаментальной системы решений найдено аналити-
ческое представление решения задачи Коши. Получены асимптотические оценки решения и его произ-
водных. 

Ключевые слова: асимптотические оценки, неоднородная задача, линейное дифференциальное урав-
нение. 

 
Довольно для широкого класса сингулярно возмущенных задач были разработаны эффективные 

асимптотические методы, позволяющие строить равномерные приближения с любой точностью [1–8].  
Вместе с тем, для широкого класса сингулярно возмущенных задач выбор надлежащего метода 

для построения решений или их асимптотических приближений без предварительного исследования 
оказывается весьма затруднительным. Анализ показывает, что к таким задачам можно отнести и на-
чальные задачи, для которых характерно наличие явления начального скачка. Наибольшие общие 
результаты в этом направлении получены в [9–11].  

Однако в указанных работах рассматривается случай, когда малый параметр содержится только 
при старшей производной. Естественно, возникает вопрос о выделении новых классов начальных за-
дач, обладающих явлением начального скачка. Именно это и является целью настоящей работы.  

1. Постановка задачи. Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение высшего порядка 
с малым параметром при производных 

 
1 0

( ) ( ) ( ),
n r km n

r
n r kn r k

r k

d y d y
L y A t A t h t

dt dt



   
 

     0 1,t    (1) 

с условиями  

 0 , 0, 1,
i

t ii

d y
i n m

dt        (2)  

где 0  — малый параметр; i — постоянные, ( ) 1.n mA t   
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В настоящей работе устанавливаются асимптотические оценки решения и его производных при  
0.  
Потребуем выполнения следующих условий: 

10. Функции 1( ) ([0,1]), 0, ,n m
iA t C i n m    ( ) ([0,1]).h t C  

20. Функция ( )nA t  удовлетворяет неравенству ( ) 0,nA t  0 1.t   
30. Дополнительное характеристическое уравнение 

 1
1 1( ) ( ) ( ) 0m m

n m n nA t A t A t
          (3) 

имеет m  различных корней 1 , , m   с отрицательными вещественными частями. 

2. Фундаментальная система решений. Пусть ( )W t  — вронскиан фундаментальной системы 

решений 1 2( ), ( ), , ( )nu t u t u t  уравнения  

 0
0

( ) 0.
kn

k k
k

d y
L y A t

dt

   (4)  

Тогда ( ) 0, [0,1].W t t   Наряду с уравнением (1) рассмотрим соответствующее однородное 
возмущенное уравнение 
 0.L y   (5)  

Лемма 1. Пусть выполнены условия 10–30. Тогда для фундаментальной системы решений 

( ,ε), 1,iy t i n m   сингулярно возмущенного однородного уравнения (5) справедливы следующие 

асимптотические при ε 0  представления: 

 ( ) ( )( , ) ( ) ( ), 1, , 0, 1;q q
i iy t u t O i n q n m         (6) 

 ( )

0

1 1
( , ) exp ( ) ( ) ( ) ( ) , 1, , 0, 1,

t
q q

n r r n r rq
y t s x dx u t t O r m q n m 

 
         
  

  

где ( ) 0, [0,1].n ru t t    
Доказательство леммы непосредственно следует из известной теоремы Шлезингера-Биркгофа-

Нуайона [7]. Процедура определения ( )n ru t приведена в работах [10, 11]. 
Учитывая представления (6), для вронскиана ( , )W t   фундаментальной системы решений  

( , ), 1,iy t i n m    уравнения (5) получаем 

  
0

1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) exp ( ) 1 ( ) 0.

t

W t W t t t x dx O

 
          

  
  (7) 

3. Начальные функции. 
Определение 1. Функции  , , ,iK t s   определенные при 0 , 1,t s   называются начальными 

функциями, если они по t  удовлетворяют однородному уравнению (5) и при t s  начальным усло-
виям 

  ( ) , , 0, 1, 1, ;j
iK s s j i i n m       (8) 

 ( ) , , 1, 1, 1, , 0, 1.j
iK s s j i i n m j n m          

Справедлива следующая теорема. 
Теорема 1. Пусть выполнены условия 10–30. Тогда при достаточно малых   начальные функции 

 , ,iK t s   при 0 , 1t s   существуют, единственны и выражаются формулой  

 ( , , ) ( , , ) / ( , ),i iK t s W t s W s     (9) 

где ( , , )iW t s   — определитель n m -го порядка, получаемый из вронскиана ( , )W s   заменой i -ой 

строки фундаментальной системой решений 1( , ),y t  2 ( , ),...,y t  ( , )n my t   уравнения (5). 
Лемма 2. Если выполнены условия 10-3, то при достаточно малых 0   начальные функции 

 , ,iK t s   при 0 1s t    удовлетворяют следующим неравенствам: 

 ( ) ( )
( , , ) 1 exp , 1, , 0,1,..., 1;q n

i

t s
K t s C i n q n m

                 
 (10) 
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( ) 1 ( )
( , , ) 1 exp , 1, , 0,1,..., 1.q r n q

n r

t s
K t s C r m q n m 



                  
 

Справедливость оценок (10) следует из (9), (6), (7).  
4. Аналитическое представление и оценка решения. Рассмотрим сингулярно возмущенную крае-

вую задачу (1), (2). 
Теорема 2. Пусть выполнены условия 10–40. Тогда при достаточно малых 0   сингулярно 

возмущенная начальная задача (1), (2) на отрезке [0,1]  существует, единственна и выражается 
формулой  

 1
1 0

1
( , ) ( ,0, ) ( , , ) ( ) .

tn m

i i n mm
i

y t K t K t s h s ds


 


     
    (11) 

Доказательство теоремы непосредственно следует из самого способа построения функции 

 , , .iK t s   

Теорема 3. Пусть выполнены условия 10–30. Тогда при достаточно малых 0   для решения 
( , )y t   начальной задачи (1), (2) и его производных на отрезке 0 1t   справедливы следующие 

оценки: 

( )
1 1

1 1

( , )
n m

q r
i n r

i r

y t C   
 


      


   

 1
1

0 1
1

exp max ( ) , 0, 1.
m

n q r
n r

t
r

t
h t q n m 

   

              
  (12) 

Доказательство. Оценивая решение (11) с учетом (10), получаем требуемую оценку (12). Тео-
рема доказана.  

Теперь определим вырожденную задачу. Без каких-либо дополнительных соображений мы не 
можем сформулировать начальные условия для невозмущенного (вырожденного) уравнения 
 0 ( ),L y h t  (13) 

получаемого из (1) при 0.   Такие дополнительные соображения мы можем получить из теоремы 3. 
Из оценки (12) при 0q   следует, что предельная функция для ( , )y t   при 0  не будет содержать 

1 1, ,..., ,n n n m      так как коэффициенты при ( 0, 1i i n    имеют порядок (1),O  а при 

1 1, ,...,n n n m      имеют порядок ( )rO   при 0.  Следовательно, начальные условия для решения 

( )y t  невозмущенного уравнения (13) определяются с помощью условий (2), содержащих ( 0, 1:i i n    

 0 , 0,1,..., 1.
i

t ii

d y
i n

dt       (14) 

Ниже покажем, что уравнение (13) и условия (14) действительно определяют вырожденную задачу.  
Теорема 4. Пусть выполнены условия 10–30. Тогда при достаточно малых 0   справедливы  

оценки  

 ( ) ( )( , ) ( ) , 0 1, 0,1,..., 1;q qy t y t C t q n         (15) 

( ) ( )( , ) ( ) exp ,0 1, ,..., 1,q q n q t
y t y t C t q n n m                 

 е ( , )y t  — 

решение задачи (1), (2); ( )y t — решение задачи (13) и (14). 

Доказательство. Пусть ( , ) ( ) ( , ).y t y t u t     Тогда из (1), (2) относительно ( , )u t   получаем 
задачу  
 ( , ), ( , ) ( ), 0 1;L u f t f t O t         (16) 

0 0, 0, 1,
i

ti

d u
i n

dt     ( )
0 (0), , 1.

i
i

t ii

d u
y i n n m

dt         

Применяя теорему 3 к краевой задаче (16), получим искомые оценки (15). Теорема доказана. 
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Таким образом, из теоремы 4 непосредственно следует, что решение ( , )y t   сингулярно возму-
щенной задачи (1), (2), при стремлении малого параметра   к нулю, стремится к решению ( )y t  вы-
рожденной задачи (13),(14).  

( ) ( )

0
lim ( , ) ( ), 0 1, 0,1,..., 1;q qy t y t t q n


       

 ( ) ( )

0
lim ( , ) ( ), 0 1, ,..., 1.q qy t y t t q n n m


        (17) 

Заметим, что предельные переходы (17) не являются равномерными в окрестности точки 0.t   

Из (15), (16), (17) приходим к выводу, что если ( ) (0) 0, , 1,i
i y i n n m       то в окрестности точки 

0t   происходит явление начального скачка n -го порядка кратности .m  
 
Работа выполнена по бюджетной программе 055 «Научная и/или научно-техническая деятельность», 

подпрограмма 101 «Грантовое финансирование научных исследований» МОН РК. 
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Д.Н.Нұрғабыл 

Туындыларының жанында кіші параметрі бар сызықты дифференциалдық 
теңдеу үшін бастапқы есеп шешімін зерттеудің аналитикалық əдісі 

Мақалада бейбіртекті ерекше ауытқыған жоғарғы ретті дифференциалдық теңдеу үшін Коши есебі 
қарастырылған. Фундаменталды шешімдер жүйесі арқылы Коши есебі шешімінің аналитикалық фор-
муласы анықталды. Шешімнің жəне оның туындыларының асимптотикалық бағамдары табылды. 

 

D.N.Nurgabyl 

Analytical method of research solution of initial problem for linear differential 
equations with small parameter at derivatives 

In this article inhomogeneous initial problem for linear differential equation with small parameter near de-
rivatives is considered. On the basis of fundamental system of solutions analytical representation of solution 
of initial problem is founded. Asymptotic estimations of solution and derivatives are obtained. 
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Технологиялық сызықтарды жүктеудің сезімталдық бағасы мен тиімділігі  

Мақалада өндірістің технологиялық деңгейін жоғарлату мақсатында экономика-математикалық 
модельді пайдалану арқылы есептің шешімін алу қарастырылды. Мысалда электрондық өндіріс 
кəсіпорыны моделі екі түрлі радиоқабылдағыш шығарады. Есептің мақсаты — өнімнің жүзеге 
асырылуынан барынша көп табысқа қол жеткізу. Радиоқабылдағыштардың өндірісі туралы есептің 
тиімді шешімінің сезімталдығы талданған, сонымен қатар есеп шешімінің үш қорытындысы 
келтірілген. 

Кілт сөздер: pесурс, технологиялық сызық, ресурс қоры, тиімді шешім, дефицит. 

 
Өнеркəсіп өндірістерінде өндірістің технологиялық деңгейін көтеру мақсатында рационалды 

шешімдерді ұйымдастыру, өндірістік процестерді механизациялау жəне автоматтандыру, 
ресурстарды пайланануды жақсарту, өнімдерді іске асыру, техника-экономикалық жоспарланған 
есептерді шешу жəне де басқа мəселелер үлкен мəнге ие болып келеді. Жоғарыда келтірілген есеп 
түрлерін экономика-математикалық модельдерді жəне компьютер арқылы шығару көп көмегін 
тигізеді. 

Электрондық өндіріс кəсіпорыны радиоқабылдағыштың екі моделін шығарады, сонымен бірге 
əрбір модель жеке техникалық сызықтарда өндіріледі. Бірінші сызықтың күндік көлемі — 60 дана, ал 
екінші сызықтікі — 80 дана. Радиоқабылдағыштың бірінші моделіне бір типті электрондық 
схемалардың 15 элементі жұмсалады, ал радиоқабылдағыштың екінші моделіне бір типті 
электрондық схемалардың 10 элементі жұмсалады. Пайдаланылатын элементтердің күндік 
максималды қоры 950 бірлікке тең. Радиоқабылдағыштардың бірінші жəне екінші модельдерінің бір 
өнімнің сатылымынан түсетін табысы сəйкесінше 40 жəне 20 $ тең. Есептің графикалық шешіміне 
сүйене отырып, бірінші жəне екінші модельдерді өндіруде күндік тиімді көлемді анықтау керек. 

Есепте радиоқабылдағыштардың бірінші жəне екінші модельдерін қанша көлемде өндіру қажет 
екендігін анықтау қажет. Сондықтан ізделінетін өлшемдер, яғни, есептің айнымалылары ретінде 
радиоқабылдағыштардың əрбір түрі бойынша өндірістің күндік көлемі болып табылады:                    

1x — радиоқабылдағыштың бірінші моделі бойынша өндірістің күндік көлемі, (дана/күніне);             

2x — радиоқабылдағыштың бірінші моделі бойынша өндірістің күндік көлемі, (дана/күніне). Есептің 
мақсаты өнімді іске асыруда максималды табысқа қол жеткізу болып табылады. Ол дегеніміз 
тиімділік критерийі ретінде максимумға ұмтылатын күндік табыстың параметрі қарастырылады. 
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