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Об одном свойстве трансформированного оператора свертки 

About the property of the modified convolution operator 

Джумабаева А.А. 

Евразийский национальный университет им. Л.Н.Гумилева, Астана  
(E-mail: Jumabaeva2010@yandex.kz) 

s -саны қандайда бір шартты қанағаттандыратын A  үйірткі операторы зерттелді. Бастапқы 
оператордың өзегін «көбейткіш» деп аталатын қандайда бір   функцияға көбейгендегі «өзгертілген» 

A  операторы қарастырылды. Есептің негізі A  операторына A  операторын сəйкес қоятын 

түрлендіру шенелген болатындай,   функциясына шарт табудан тұрады. Мақалада   функциясы 

үшін 1 1

0 0

,
,

p q
p qM  класында жататын көбейткіш болуының жеткілікті шарты алынған. Бұл шарт толық «ва-

риация кеңістігі» терминінде анықталған. Дəлелдеуі торлық кеңістік əдісіне негізделген. 

We study the convolution operator ,A s  numbers of which satisfy a certain condition. А «transformed» op-

erator A  is considered, where the core of the first operator A  is multiplied a certain function .  The func-

tion  is called «multiplier». The problem is to find conditions on the function   for which the operator is 

assigns the operator A to the operator A will be limited. We obtain a sufficient condition on the multiplier 

  ensuring that it belongs to space 1 1

0 0

,
, .p q

p qM  The condition is expressed in terms of spaces of a total variation. 

The proof is based on the method of net spaces.  

 

Пусть 1 ,p   0 .q    Через ,p q  обозначим класс вполне непрерывных операторов ,A  дей-

ствующих в пространстве 1-периодических функций 2[0,1],L  для которых конечна величина 
1

1

( )
q

q p
m

m

s A m
 



   

c соответствующей квазинормой 

,

1
1

1

( ) .
p q

qq
q p
m

m

A s A m
 




   
 
  

Здесь   1
( ) ,m m

s A


 ms — числа оператора .A  Напомним, что числа оператора A  ms есть собственные 

значения оператора ,A A  перенумерованные в порядке невозрастания. 
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Теперь рассмотрим интегральный оператор вида 

  
1

0

( ) ( ) ( ) ,Af y K x y f x dx   (1) 

действующий в 2[0,1].L  Сопоставим оператору (1) «трансформированный» оператор  

   
1

0

( ) ( ) ( ) .A f y K x y f x dx     

Будем говорить, что   принадлежит классу 1 1

0 0

,
, ,p q

p qM  если из того, что 
0 0, ,p qA  следует, что 

1 1,p qA   и выполнено неравенство 

,, 0 01 1

.
p qp q

A c A 
  

Это означает, что линейный оператор :R A A   ограничен из 
0 0,p q  в 

1 1, .p q  

Определим норму в пространстве 1 1

0 0

,
,

p q
p qM  следующим образом: 

,1 1
,1 1
, , ,0 0 0 0 1 1

,0 0

sup .p q

p q
p q p q p q

p q

M

A
R

A

 

  


    

Задача заключается в нахождении условий для функции ,  гарантирующих ограниченность 

оператора R  из 
0 0,p q  в 

1 1, .p q  

Замечание. Задачу об оценке s -чисел «трансформированного» оператора можно свести к ис-
следованию следующего неравенства: 
 

, ,1 1 0 0

,
p q p ql l

a c a   (2) 

где нужно описать класс тех функций   с коэффициентами Фурье   ,m m




    для которых 

выполняется неравенство (2). 

Действительно, будем искать функцию   в виде .imx
m

m

e






  Тогда, учитывая, что  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
pq

pq pq pq

imx ikx imx i k m x
k kl

k kl l l

c k K x x e dx K x e e dx K x e dx
   

  

   

            

( )( )
pqpq

i k m x
k k k m

k k ll

K x e dx a a
 




 

        

и то, что s -числа оператора свертки совпадают с модулями коэффициентов Фурье ядра ( ),K x  имеем: 

1 1

1 1
0 0

0 0
0 0

sup .p q

p q
p q

p q
p q

l

M
a l

l

a

a


   

При 0 1 0 1p p q q    данная задача рассматривалась в работах С.Б.Стечкина [1], И.И.Хиршмана 
[2]. Результаты были получены в терминах пространств Гельдера и ограниченной  -вариации. Рас-
пространение на многомерный случай этих утверждений сделал С.Л.Эдельштейн [3] в 1977 г. Даль-
нейшее развитие данная тема получила в работах М.Ш.Бирмана и М.З.Соломяка [4] в терминах про-
странств Соболева. Эти результаты были усилены Г.Е.Караджовым [5] с помощью классов Бесова. 
Класс 1 1

0 0

,
,

p q
p qM  был введен и рассмотрен в работах Е.С.Смаилова и Н.Т.Тлеухановой [6, 7] в терминах 

пространств Бесова и Лоренца. 
Дадим определение некоторых пространств, которые будут использоваться в дальнейшем. 

Дискретное пространство Лоренца ,p ql  определим как пространство числовых последовательностей 

  ,k k




    с единственной предельной точкой 0, для которых конечны величины 

1

1
*

1
pq

qq q
p

ml
m

m
 



 
    

 
 при1 ,q    
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1

*sup
p

p
ml

m
m


   при ,q    

где  *

1m m




 — невозрастающая перестановка последовательности   .k k




  

Пусть — линейная мера Лебега, M — фиксированное семейство множеств конечной меры из 
[0,1].  В дальнейшем M  будем называть «сетью». Для функции ( ),f x  определенной и интегрируемой 
на каждом e  из ,M  определим функцию 

,

1
( , ) sup ( ) .

e M e t e

f t M f x d
e 

   

Здесь .e e  Функция ( , )f t M  называется средней функцией для ( )f x  по сети .M  

Через , ( ),p qN M 0 , ,p q    обозначим множество функций ,f  для которых при q    

,

1

1

( )
0

( , ) ,
p q

q q

p

N M

dt
f t f t M

t

  
        
  

и при q    

,

1

( )
0

sup ( , ) .
p

p

N M
t

f t f t M
 

    

Данные пространства были введены Е.Д.Нурсултановым в работе [8].  
Отметим, что при 0 11 q q    0 1, ,( ) ( ).p q p qN M N M  

Теорема A ([8]). Пусть 2 ,p    1 ,q    0M — множество всех отрезков в [0,1], 1M — мно-

жество всех компактов в [0,1], ', 1( ).p qf N M  Тогда имеет место оценка 

 
', 0 , ', 1

0 1( ) ( )
,

p q p q p qN M l N M
c f a c f   (3) 

где { }k k Za a  — коэффициенты Фурье функции f  по тригонометрической системе   ,ikx

k Z
e


 

константы 0c и 1c  зависят только от параметров ,p .q  

Через sV   обозначим класс функций ( )x  из  1 0,1 ,L  определенных на [0,1]  и для которых ко-
нечна величина 

1

1

2

0 2

2 ,
k

k

s s
k

k
V



 


 



  
       


 

где 
1

2

2

k

k
V



 

  — полная вариация функции ( )x  на промежутке 1[2 ,2 ].k k  

 

Справедлива следующая 

Теорема. Пусть 0 11 , , ,p p r   0 11 , , ,q q s  
1 0

1 1 1
,

p r p
 

1 0

1 1 1
.

q q s
   Функция ( )x  непре-

рывна на [0,1].  Тогда верно следующее неравенство: 

,1 1 1
0, 0

1

2

20

(1) 2 ,
k

p q
kp q

s sk

r
M

k

c V


 

 



 
   
           

 

  

т.е. 1 1

0 0

1 ,
,

p qr
s p qV M . 

Доказательство. В пространствах Лоренца имеет место неравенство Юнга 

, '1 1 0 0

,
p q p q r sl l l

a c a    

где 
1 0

1 1 1
1 ,

'p p r
  

1 0

1 1 1
.

q q s
   
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Пусть   1k k




   — последовательность коэффициентов Фурье функции ( ).x  Используя двой-

ственное представление нормы в пространстве Лоренца и равенство Парсеваля, имеем: 

'

' '

1

1 1 0

sup sup ( ) ( ) ,
r s

l lrs rs

k kl
b bk

b x g x dx


 

       

где ( )g x — функция с коэффициентами Фурье   0
,k k

b b



 ( ) .ikx

k
k Z

g x b e


  

Проинтегрируем по частям, в результате имеем: 

' ' '

'1 1 1 1

1 1 10 0 0 0 0 0

sup ( ) ( ) sup ( ) ( ) sup (1) ( ) ( ) .
l l lrs rs rs

x x

b b b
x g x dx x g s ds dx g s ds g s dsd

  

  
             
       

Введем обозначение 
2 0

1
sup ( ) .

k

x

k
x

g g s ds
x

   

Оценим первое слагаемое. Для этого используем свойства сетевого пространства и неравенство (3): 

     
' ' ' '

1

0

(1) ( ) 1 1 1 .
r r s rsN N l

g s ds g c g c b


           

Теперь оценим второе слагаемое: 
1

1 11

1
' '1 2 2 2

'

0 0 0 02 20 0 02

( ) ( ) 2 2 2

s
k k k

k kk

s ssx x k k
k r r

k k
k k k k

g s dsd g s dsd g с gV V
  

    

    

   

      
                      

     

1 1' ' '

1 1

2 2

2 20 0

2 2 .
k k

k kr s rs

s ss sk k

r r
N l

k k

c g V c b V
 

   

  

 

      
                  
   

Таким образом, имеем неравенство 

 
1'

1

2

20

1 2 ,
k

kr s

s sk

r
l

k

с V


 

 



 
              

 

  

из которого, с учетом замечания,  получим утверждение теоремы. 
Результат теоремы дополняет результаты С.Б.Стечкина [1], И.И.Хиршмана [2] на случай 

0 1.p p  
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