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3. Then problem (1)–(4) has a unique solution u(x, t) in the class of continuous functions
satisfying the initial and boundary conditions, with the solution having different forms for
t > x

a
and t < x

a

Remark. Instead of x0, one can consider a continuous bounded function.
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АНАЛИЗ РАЗРЕШИМОСТИ И ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА ПЕРВОГО РОДА
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Необходимое и достаточное условия существования решения интегрального уравнения
Фредгольма первого рода и построение его решения является одной из актуальных нере-
шенных проблем математики (1; 2). Данная работа продолжение научных исследований
из (3; 4). Предлагается решения интегрального уравнения Фредгольма первого рода:

Ku =

∫ b

a

K(t, τ)u(τ) dτ = f(t), t ∈ I1 = [t0, t1], τ ∈ I2 = [a, b] (1)

гдеK(t, τ) = ∥Kij(t, τ)∥, i = 1, n, j = 1,m – известная матрица порядка n×m, элементы
матрицы K(t, τ) функции Kij(t, τ) измеримы и принадлежат классу L2 на множестве
S = {(t, τ) ∈ R2 | t ∈ I1, τ ∈ I2}, функция f(t) ∈ L2(I1, R

n) – заданная функция,
u(τ) ∈ L2(I2, R

m) – искомая функция.
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Наряду интегрального уравнения (1), рассмотрим счетное число интегральных уравне-
ний Фредгольма первого рода с фиксированным параметром:∫ b

a

L(k)(τ)u(τ) dτ = a(k), k = 0, 1, 2, . . . , (2)

где L(k)(τ) = ∥L(k)
ij (τ)∥, i = 1, n, j = 1,m, a(k) = (a

(k)
1 , . . . , a

(k)
n ) ∈ Rn – заданные матрицы

порядков n × m, вектор n × 1 для каждого значения k, L(k)
ij (τ) ∈ L2(I2, R

1), u(τ) ∈
L2(I2, R

m) – искомая функция.
Рассмотрим конечное число интегральных уравнений Фредгольма первого рода с

фиксированным параметром:∫ b

a

L(k)(τ)u(τ) dτ = a(k), k = 0, 1, . . . , N, (3)

где N – любое конечное число, u(τ) ∈ L2(I2, R
m).

Решены следующие задачи:
Задача 1. Найти равносильную (эквивалентную) систему счетного числа интегральных

уравнений Фредгольма первого рода с фиксированным параметром 2 для интегрального
уравнения (1).

Задача 2. Найти необходимые и достаточные условия существования решения инте-
грального уравнения (3) при любого конечного N .

Задача 3. Найти общее решение интегрального уравнения (3) для любого конечного
числа N и определить разность между u∗N(τ) ∈ L2(I2, R

m) и решением интегрального
уравнения (1).

Решения задач 1–3 имеет несколько этапов. На первом этапе определяется полная
ортонормированная система {φk(t)}, t ∈ I1 = [t0, t1], путем ортогонализаций по ме-
тоду Шмидта системы {1, t, t2, t3, . . .}. Далее, находим счетную систему интегральных
уравнений Фредгольма первого рода:∫ t1

t0

(∫ b

a

K(t, τ)u(τ) dτ

)
φk(t) dt =

∫ b

a

(∫ t1

t0

K(t, τ)φk(t) dt

)
u(τ) dτ k = 0, 1, 2, . . . ,

в силу теоремы Фубини о перемене переменных интегрирования, в результате получим:∫ b

a

(∫ t1

t0

K(t, τ)φk(t) dt

)
u(τ) dτ =

∫ b

a

L(k)(τ)u(τ) dτ = a(k), k = 0, 1, 2, . . . ,

где a(k) =
∫ t1
t0
f(t)φk(t) dt.

На втором этапе исследования находим общее решение конечной системы инте-
гральных уравнений с фиксированным параметром (3) при любом N . Доказано, что
интегральное уравнение (3) имеет решение тогда и только тогда, когда матрица

CN(a, b) =

∫ b

a

LN(τ)L
(∗)
N (τ) dτ
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порядка Nn×Nn является положительно определенной, где

LN(τ) =

L(1)(τ)
...

L(N)(τ)

 , aN =

a(1)

...
a(N)

 .

Общее решение интегрального уравнение (3) имеет вид:

un(τ) = L∗
N(τ)C

−1
N (a, b)aN + vN(τ)− L∗

N(τ)C
−1
N (a, b)

∫ b

a

LN(η)vN(η) dη, τ ∈ I2 (4)

где vN(τ) ∈ L2(I2, R
m) – произвольная функция.

На третьем этапе исследования определится функция v∗N(τ) ∈ L2(I2, R
m) из решения

оптимизационной задачи:

J(vN) =

∫ t1

t0

∣∣∣∣f(t)− ∫ b

a

K(t, τ)uN(τ) dτ

∣∣∣∣2 dt→ inf

vN(t) ∈ L2(I2, R
m),

где f(t) ∈ L2(I1, R
n) – известная функция, uN(τ) ∈ L2(I2, R

m) определяется по формуле
(4). Величина JN(v∗N) является оценкой погрешности решения приближения u∗N(τ) из (4)
при vN(τ) = v∗N(τ) и решением интегрального уравнения (1).
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