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Абель интегралдық теңдеуi – сингулярлық ядролы интегралдық теңдеудiң бiр түрi
болып табылады. Бұл теңдеу кѳбiнесе керi есептерде, соның iшiнде томография, жылуѳт-
кiзгiштiк, астрофизика, механика және тағы басқа да қолданбалы салаларда кездеседi.

Абель интегралдық теңдеуi норвег математигi Нилсь Хенрик Абельдiң есiмiмен бай-
ланысты. Ол XVIII-XIX ғасырлар тоғысындағы интегралдық теңдеулер теориясының
дамуына үлкен үлес қосты [1]. Абель мұндай типтегi теңдеулердi эллиптикалық инте-
гралдарды зерттеу кезiнде қолданған. Бiрiншi тектi Абель интегралдық теңдеуi - ерекше
нүктелерi бар есептерде, мәселен классикалық механика мен физика есептерiнде пайда
болатын сингулярлы интегралдық теңдеулердiң ерекше жағдайы болап табылады. Бұл
мақалада Абель теңдеуiнiң аналитикалық шешу әдiстерi қарастырылып, шешу мысалдары
мен қолданбалы есептердегi қолданыстары келтiрiлген.

Абельдiң бiрiншi тектi теңдеуiнiң классикалық түрi∫ x

0

φ(t)

(x− t)α
dt = f (x) , 0 < α < 1, x ∈ (0, α) (1)

ерекшелiлiгi - (x− t)−α ядросының меншiксiз (сингулярлы) сипатында. Мұндай тең-
деулер интеграл таңбасының астында қарапайым мағынада интегралдауға келмейдi, ол
үшiн арнайы әдiстер қолданылады[2].

• Бiрiншi реттiк теңдеуде белгiсiз функцияφ интеграл таңбасының астында тұрады,
оған интегралдан тыс қосымша сызықты мүшелер қосылмайды.

• αß1болғанда сингулярлық күшейедi және теңдеудi шешу қиындай түседi.
• α = 1

2
, жағдайында теңдеу классикалық физикалық мағынаға (мысалы, жылудың

таралуы жѳнiндегi есептердi шешу кезiнде) ие болады.
Керi теорема (Абель операторы).
Егер оң жақ бѳлiк f (x) жеткiлiктi түрде тегiс (мысалы, үзiлiссiз дифференциалданатын)

болса, онда Абель теңдеуiнiң шешiмi бар және жалғыз болады, әрi былай ѳрнектеледi:

φ(x) =
sin(πα)

π
· d
dx

(∫ x

0

f(t)

(x− t)1−α
dt

)
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Бұл — берiлген f (x) функциясы бойынша φ функциясын қалпына келтiретiн Абельдiң
керi операторы.

(1)түрдегi Абель теңдеуiнiң ең жиi кездесетiн жағдайы α = 1
2
болғанда∫ x

0

φ(t)√
x− t

dt = f (x) .

Бұл теңдеудi - түбiрлiк ядросы бар Абельдiң бiрiншi тектi теңдеуi деп атайды.
Шешу әдiсi: Теңдеу Абель интегралын қолданып, орамды керi айналдыру әдiсiмен

шешiледi:

φ(x) =
1

π
· d
dx

∫ x

0

f(t)√
x− t

dt (2)

бұл, «егер теңдеудiң оң жағындағы f (x) функциясы берiлген жағдайда шешiм — осы
функция бойынша алынған арнайы интегралды дифференциалдау арқылы жүзеге асады»
дегендi бiлдiредi.

1 - есеп. Келесi Абель теңдеуiн қарастырайық:∫ x

0

φ(t)√
x− t

dt = x, x ∈ [0, 1]

Шешу жолы:

φ(x) =
1

π
· d
dx

∫ x

0

t√
x− t

dt

Формулаға сәйкес , u = x− t, dt = −du ауыстыруын енгiзсек, онда∫ x

0

t√
x− t

dt =

∫ x

0

x− u√
u
du = x

∫ x

0

1√
u
du−

∫ x

0

u√
u
du = x2

√
x−

∫ x

0

√
udu =

4

3
x3/2

Ендiгi кезекте (2) шешiмдi пайдаланамыз. Сонда

φ(x) =
1

π
· d
dx

(
4

3
x3/2

)
=

1

π

(
4

3
· 3
2
x1/2

)
=

2

π
x1/2

Жауабы: 2
√
x

π
.

2 - есеп. Оң жағы параметрмен берiлген тѳмендегi Абель теңдеуiн қарастырайық

φ(x) =
1

π
· d
dx

∫ x

0

αt2√
x− t

dt

Шешу жолы 1 – есепке ұқсас

φ (x) =
1

π
ddx0xat2x− tdt.

Қайтадан, u = x− t ⇒ t = x− u, dt = −du ауыстыруын енгiзсек, онда

a

∫ x

0

t2√
x− t

dt = a

∫ x

0

(x− u)2√
u

du =a

∫ x

0

x2 − 2xu+ u2√
u

du =
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= αx2
∫ x

0

u−1/2du− 2αx

∫ x

0

u1/2du+ α

∫ x

0

u3/2du = αx2 · 2
√
x− 2αx · 2

3
x3/2 +

2

5
αx5/2 =

= a

(
2x

5
2 − 4

3
x

5
2 +

2

5
x

5
2

)
= ax

5
2

(
2− 4

3
+

2

5

)
=

16a

15
x

5
2 .

Сонда:

α

∫ x

0

t2√
x− t

dt =
16α

15
x5/2 ⇒ φ(x) =

1

π
· d
dx

(
16α

15
x5/2

)
=

1

π
· 16α
15

· 5
2
x3/2 =

8α

3π
x3/2

Жауабы: φ (x) = 8a
3π
x

3
2 . Ендi Абель интегралдық теңдеуiнiң физикадағы қолдануына

нақты есеп қарастырайық. Бұл теңдеу кѳбiнесе сферикалық симметриялы жүйелерде
кездеседi, мысалы, астрофизикада, оптикада, гравиметрияда немесе плазма диагностика-
сында[3].

Бiзде сфералық симметриялы объект бар деп елестетiп кѳрейiк және бақылау сызығы
бойымен сәулелену тығыздығын (немесе басқа шаманы) ѳлшей аламыз. Сфера iшiндегi
шығу кѳзiнiң таралуын анықтау керек - мысалы, тығыздықтың, температураның немесе
жарықтылықтың таралуы.

Есеп келесi түрде қойылсын: 3 - есеп. Айталық, f(r) функциясы – cфера ортасынан r
қашықтықта (сәуле жақындық - радиусы) ѳтетiн сәуле бойындағы тығыздықтың ѳлшенетiн
проекциясы (мәселен, жарық қарқындылығы) болсын, онда сфера iшiндегi x радиусы
бойынша таратылған (x) - кѳлемдiк тығыздықты табу қажет.

f (r) = 2

∫ R

r

ρ(x)x√
x2 − r2

dx, (3)

мұндағы f (r) – бақыланатынфункция (экрандағы қарқындылық), ρ(x) – нүктедегi белгiсiз
тығыздық, R -сфераның радиусы.

Бұл Абельдiң екiншi тектi теңдеуi. Бұл үш ѳлшемдi үлестiрiмнiң жазықтыққа проекци-
ясы функцияның ѳзiмен қалай байланысты екенiн сипаттайды.

Есептi шешуде

ρ (x) = − 1

π

∫ R

r

df(r)

dr

dr√
r2 − x2

, (4)

Абельдiң керi түрлендiруi қолданылады. Осылайша f(r) – дi бiле отырып, ρ (x) -
бастапқы үлестiрудi табуға болады. Айталық бақылу қарқындылығы f(r) =

√
R2 − r2

болсын,онда df(r)
dr

= − r√
R2−r2

Алынған мәндi (4) теңдеуге қойып, алатынымыз:

ρ (x) = − 1

π

∫ R

r

−r√
R2 − r2

dr√
r2 − x2

,

ρ (x) =
1

π

∫ R

r

r√
R2 − r2

dr√
r2 − x2

.

Соңғы интегралды санасақ:
ρ (x) = const,
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яғни, мәнi тұрақты шамаға тең болады. Бұл, шардың iшiнде тығыздық – бiртектi екенiн
бiлдiредi.

Нақтылық үшiн алынған нәтиженi тексерiп кѳрейiк: ол үшiн (3) теңдеуiн ескере кетейiк,
және де ρ (x) = ρ0 − const тұрақты деп тұжырымдайық. Осы мәндi (3) теңдеуге қоямыз:

f (r) = 2ρ0

∫ R

r

x√
x2 − r2

dx, (5)

Келесi ауыстыруды қолданамыз:

x = rsecθ =⇒ dx =
rsinθdθ

cos2θ
=⇒

√
x2 − r2 = rtgθ,

x = r =⇒ θ = 0; x = R ⇒ θ = arccos
( r
R

)
.

Алынған ауыстыруларды (5) теңдеуге қоямыз. Сонда

f (r) = 2ρ0

∫ R

r

x√
x2 − r2

dx = 2ρ0

∫ arccos( rR)

0

rsecθ

rtgθ
• rsinθdθ

cos2θ
= 2ρ0

∫ arccos( rR)

0

rsec2θdθ =

= 2ρσr

∫ arccos( rR)

0

sec2 θ dθ = 2ρσr tg θ
∣∣∣arccos( rR)
0

= tg arccos
( r
R

)
=

√
R2 − r2

r
=

= 2ρ0r

√
R2 − r2

r
= 2ρ0

√
R2 − r2.

Егер f(r) =
√
R2 − r2 болса, онда 2ρ0

√
R2 − r2 =

√
R2 − r2 =⇒ ρ0 =

1
2
.

Тексеру керегi де осы болатын: f(r) =
√
R2 − r2 болғанда ρ0 = 1

2
= const аламыз.

Демек, бұл функциямен берiлген Абель интегралдық теңдеуi шешiмi бойынша тығы-
здықтың бiртектi үлестiруiне ие болады.

Ескерту. Осылайша, керi жағдайды да қарастыруға болады, яғни кѳлемдiк тығыздықты
ρ (x) (ρ (x) = const) берiлген деп есептеп, сәйкес, бақылауға қажеттi f (r) функциясын
табуға болады.

Абель интегралдық теңдеуiнiң физикада, әсiресе симметриялы есептерде және сыртқы
ѳлшемдер бойынша объектiнiң iшкi құрылымын қалпына келтiру қажет болатын керi
есептерде маңызды қосымшалары бар. Абельдiң интегралдық теңдеуi жай ғана матема-
тикалық формула емес, физиканың кѳптеген iргелi есептерiн шешудiң негiзiнде жатқан
қуатты құрал. Оның бiрегейлiгi ѳлшенген проекцияларды (мысалы, кѳру сызығы бойын-
дағы жарық қарқындылығы) симметриялы жүйелердегi физикалық шамалардың iшкi
үлестiрiмдерiмен байланыстыру қабiлетiнде жатыр.

Сондықтан, Абель теңдеуiмен жұмыс iстеудiң физикалық мәнi мен техникасын түсiну-
теориялық бiлiмдi тереңдетiп қана қоймай, күрделi табиғи және техникалық жүйелердi
зерттеуде практикалық құрал қызметiн атқарады.
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Для исследования дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений с
быстро осциллирующими коэффициентами применяются асимптотические методы, наи-
более известными из которых являются метод расщепления Фещенко-Шкиля-Николенко
(1; 2) и метод регуляризации Ломова (3; 4). Метод расщепления в основном применялся для
рассмотрения дифференциальных уравнений и задач с интегральным оператором. Однако
при исследовании интегро-дифференциальной задачи требовалось, чтобы интеграль-
ный оператор был пропорционален малому параметру, что существенно сужает область
применения метода расщепления. Метод регуляризации применяется для исследования
дифференциальных, интегральных и интегро-дифференциальных уравнений (5; 6; 7). В
этих работах подробно рассматриваются вопросы асимптотического анализа решений
задач условиях различного поведения спектра предельного оператора, спектральных
значений ядра интегрального оператора, быстро осциллирующих компонентов.

В данной работе метод регуляризации С.А. Ломова (3; 4) обобщается на задачи для
интегро-дифференциального уравнения с быстроменяющимся ядром и с правой частью,
зависящей от быстро осциллирующего показателя степени

εdy
dt

=
t∫
0

e
1
ε

t∫
s
µ(θ)dθ

K(t, s)y(s, ε)ds+ εf (y, t) + h(t)e
iβ(t)
ε , y(0, ε) = y0, t ∈ [0, T ]. (1)

Задача (1) рассматривается при следующих условиях:
1)µ(t), β′(t) ∈ C∞([0, T ], R), K(t, s) ∈ C∞(0 ≤ s ≤ t ≤ T,R);
2)µ(t) < 0, β′(t) > 0 ∀t ∈ [0, T ] ;
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