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КОГОМОЛОГИИ АЛГЕБРЫ ЛИ ТИПА А2 И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 

Ибраев Ш.Ш., Сейтмуратов А.Ж. 
Кызылординский университет имени КоркытАта, Кызылордаа, Казахстан 

E-mail: ibrayevsh@mail.ru, angisin_@mail.ru 

 

В докладе рассматриваются результаты, полученные при исследований когомологии 

алгебры Ли типа 𝐴2 над полем характеристики 𝑝 > 3с коэффициентами в простых модулях, 

и их некоторые приложения. Для малых характеристик поля (𝑝 = 2,3) аналогичные 

результаты докладывались в [1]. 

Пусть 𝔤 – классическая алгебра Ли типа 𝐴2 над алгебраически замкнутым полем 

характеристики 𝑝 > 3,𝑀 – простой -модуль. Когомологии с коэффициентами в простых 𝔤-

модулей ранее были вычислены только в случаях 𝐻1(𝔤,𝑀) [2]и𝐻2(𝔤,𝑀) [3]. В общем случае 

справедлива следующая 

Теорема 1. 𝔤 – классическая алгебра Ли типа 𝐴2 над алгебраически замкнутым полем 𝑘 

характеристики 𝑝 > 3,𝑀 – простой -модуль. Тогда имеют место следующие изоморфизмы 

𝑆𝐿3-модулей: 

(a) 𝐻𝑛(𝔤, 𝑘) ≅ 𝑘, если 𝑛 = 0,3,5,8; 

(b) 𝐻𝑛(𝔤, 𝐿(𝑝 − 2,1)) ≅ {
𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 1,7,

2𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 4;
 

(c) 𝐻𝑛(𝔤, 𝐿(1, 𝑝 − 2)) ≅ {
𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 1,7,

2𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 4;
 

(d) 𝐻𝑛(𝔤, 𝐿(𝑝 − 3,0)) ≅ 𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 2,3,5,6; 

(e) 𝐻𝑛(𝔤, 𝐿(0, 𝑝 − 3)) ≅ 𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 2,3,5,6; 

(f) 𝐻𝑛(𝔤, 𝐿(𝑝 − 2, 𝑝 − 2)) ≅ {

            𝑘, если 𝑛 = 1,7,

𝐿(1,1)(1), если 𝑛 = 3,5

2𝐿(1,1)(1) ⊕ 2𝑘, если 𝑛 = 4.

 

Во всех остальных случаях𝐻𝑛(𝔤,𝑀) = 0. 
Рассмотрим некоторые приложения Теоремы 1. Она позволяет описать когомологию 

алгебры Ли 𝔤𝔩3 над алгебраически замкнутым полем 𝑘характеристики 𝑝 > 3с 

коэффициентами в простых модулях. Простого 𝔤-модуля 𝑀можно наделит структурой 𝔤𝔩3-
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модуля с нулевым действием на 𝑀 центра алгебры Ли 𝔤𝔩3. Для когомологии простых 𝔤𝔩3-

модулей справедлива следующее 

Следствие 1. 𝔤 – алгебра Ли  𝔤𝔩3над алгебраически замкнутым полем 𝑘 

характеристики𝑝 > 3,𝑀 – простой 𝔤-модульс нулевым действием на 𝑀 центра алгебры 

Ли𝔤𝔩3. Тогда имеют место следующие изоморфизмы 𝑆𝐿3-модулей: 

(a) 𝐻𝑛(𝔤, 𝑘) ≅ 𝑘, если 𝑛 = 0,1,3,4,5,6,8,9; 

(b) 𝐻𝑛(𝔤, 𝐿(𝑝 − 2,1)) ≅ {
𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 1,2,7,8,

2𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 4,5;
 

(c) 𝐻𝑛(𝔤, 𝐿(1, 𝑝 − 2)) ≅ {
𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 1,2,7,8,

2𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 4,5;
 

(d) 𝐻𝑛(𝔤, 𝐿(𝑝 − 3,0)) ≅ {
𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 2,4,5,7,

2𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 3,6;
 

(e) 𝐻𝑛(𝔤, 𝐿(0, 𝑝 − 3)) ≅ {
𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 2,4,5,7,

2𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 3,6;
 

(f) 𝐻𝑛(𝔤, 𝐿(𝑝 − 2, 𝑝 − 2)) ≅ {

            𝑘, если 𝑛 = 1,2,7,8,

𝐿(1,1)(1), если 𝑛 = 3,6,

3𝐿(1,1)(1) ⊕ 2𝑘, если 𝑛 = 4,5.

 

Во всех остальных случаях𝐻𝑛(𝔤,𝑀) = 0. 
Теорема 1 также позволяет вычислить когомологии модулей Вейля над классической 

алгеброй Ли типа  𝐴2над полем характеристики 𝑝 > 3 и дуальных к ним модулей. Обозначим 

модуль Вейля со старшим весом 𝜆через𝑉(𝜆).Для дуального модуля будем использовать 

стандартное обозначение 𝐻0(𝜆). 
Следствие 2. 𝔤 – классическая алгебра Ли типа 𝐴2 над алгебраически замкнутым полем 

𝑘 характеристики 𝑝 > 3и𝑉 = 𝑉(𝜆). Тогда имеют место следующие изоморфизмы 𝑆𝐿3-

модулей: 

(a) 𝐻𝑛(𝔤, 𝑉(0,0)) ≅ 𝑘, если 𝑛 = 0,3,5,8; 

(b) 𝐻𝑛(𝔤, 𝑉(𝑝 − 2,1)) ≅ {
𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 1,2,3,5,6,7,

2𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 4;
 

(c) 𝐻𝑛(𝔤, 𝑉(1, 𝑝 − 2)) ≅ {
𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 1,2,3,5,6,7,

2𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 4;
 

(d) 𝐻𝑛(𝔤, 𝑉(𝑝 − 3,0)) ≅ 𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 2,3,5,6; 

(e) 𝐻𝑛(𝔤, 𝑉(0, 𝑝 − 3)) ≅ 𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 2,3,5,6; 

 (f) 𝐻𝑛(𝔤, 𝑉(𝑝 − 2, 𝑝 − 2)) ≅

{
 
 

 
             𝑘, если 𝑛 = 0,1,

𝐿(1,1)(1) ⊕ 𝑘, если 𝑛 = 3,

2𝐿(1,1)(1) ⊕ 𝑘, если 𝑛 = 4,

𝐿(1,1)(1), если 𝑛 = 5.

 

Во всех остальных случаях𝐻𝑛(𝔤, 𝑉) = 0. 
Следствие 3. 𝔤 – классическая алгебра Ли типа 𝐴2 над алгебраически замкнутым полем 

𝑘 характеристики 𝑝 > 3и𝑉 = 𝐻0(𝜆). Тогда имеют место следующие изоморфизмы 𝑆𝐿3-

модулей: 

(a) 𝐻𝑛(𝔤,𝐻0(0,0)) ≅ 𝑘, если 𝑛 = 0,3,5,8; 

(b) 𝐻𝑛(𝔤, 𝐻0(𝑝 − 2,1)) ≅ {
𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 1,2,3,5,6,7,

2𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 4;
 

(c) 𝐻𝑛(𝔤,𝐻0(1, 𝑝 − 2)) ≅ {
𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 1,2,3,5,6,7,

2𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 4;
 

(d) 𝐻𝑛(𝔤,𝐻0(𝑝 − 3,0)) ≅ 𝐿(1,0)(1), если 𝑛 = 2,3,5,6; 

(e) 𝐻𝑛(𝔤,𝐻0(0, 𝑝 − 3)) ≅ 𝐿(0,1)(1), если 𝑛 = 2,3,5,6; 
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 (f) 𝐻𝑛(𝔤,𝐻0(𝑝 − 2, 𝑝 − 2)) ≅

{
 
 

 
 𝐿(1,1)(1), если 𝑛 = 3,

2𝐿(1,1)(1) ⊕ 𝑘, если 𝑛 = 4,

𝐿(1,1)(1) ⊕ 𝑘, если 𝑛 = 5,
𝑘, если 𝑛 = 7,8.

 

Во всех остальных случаях𝐻𝑛(𝔤, 𝑉) = 0. 
 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта AP08855935 МОН РК. 
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1. ℝ − нақты сандар өрісі, ℝ[𝑥, 𝑦] − екі айнымалы көпмүшелер сақинасы. 𝑓, 𝑔 ∈ ℝ[𝑥, 𝑦] 
Келлер көпмүшелеріне келесі қосымша шарттарды қоямыз:  

  

𝑓(0,0) = 0 = 𝑔(0,0) және  𝑓(𝑎, 𝑏) = 0 = 𝑔(𝑎, 𝑏),                            (1) 

 

мұндағы 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ және 𝑏 ≠ 0 деп аламыз. 

𝑓, 𝑔  Келлер көпмүшелерінің графигі ℝ4 кеңістігінде жатады. Ол графикті 𝜋 деп 

белгілейміз: 

 

      𝜋 = {(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝑦))|𝑥, 𝑦 ∈ ℝ,   𝑓, 𝑔 ∈ ℝ[𝑥, 𝑦]}.            (2) 

 

(1) шарты бойынша  𝑂(0,0,0,0) және 𝐴(𝑎, 𝑏, 0,0) нүктелері 𝜋 графигіне тиісті. 𝑡 ∈ ℝ санын 

бекітіп алып 𝐵(𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑓(𝑎𝑡, 𝑏𝑡), 𝑔(𝑎𝑡, 𝑏𝑡)) ∈ 𝜋 нүктесін қарастырамыз. Сонымен бірге келесі 

үш векторды аламыз: 

 

𝑒1 = (1,0,0,0),  𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝑎, 𝑏, 0,0),   𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ = (𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑓(𝑎𝑡, 𝑏𝑡), 𝑔(𝑎𝑡, 𝑏𝑡)). 
 

Бастапқы 𝑂(0,0,0,0) нүктесі және бағыттаушы 𝑒1, 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ векторлары бойынша П 

гипержазықтығын жүргіземіз. Енді П мен 𝜋 беттерінің параметрлік теңдеулерін аламыз. 

 

П: {

𝑋 = 𝛼 + 𝛽𝑎 + 𝛾𝑎𝑡,
𝑌 = 𝛽𝑏 + 𝛾𝑏𝑡,

𝑈 = 𝛾𝑓(𝑎𝑡, 𝑏𝑡),

𝑉 = 𝛾𝑔(𝑎𝑡, 𝑏𝑡),

𝜋: {

𝑥 = 𝑟,
𝑦 = 𝑠,

𝑢 = 𝑓(𝑟, 𝑠),

𝑣 = 𝑔(𝑟, 𝑠),

 

 

мұндағы 𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑟, 𝑠 ∈ ℝ − кез келген параметрлер.  𝑙 = П ∩ 𝜋 қиылысуын табу керек. 

𝐴, 𝐵,𝑂 ∈ 𝑙 екені белгілі. Ол үшін сәйкес координаталарды теңестіреміз: 
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