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Восстановление параметров нефтяного пласта  
для задачи многофазной фильтрации 

Recovery of oil stratum parameters for multiphase filtration problem 

Мукимбеков М.Ж.1, Оралбекова Ж.О.2 
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Қабат ұңғымаларының жеке нүктелерінде параметрлердің берілген өлшенген шамаларына сүйене 
отырып, қабат параметрлерін қалпына келтіру есебі үлкен қызығушылық танытып отыр. Мақалада 
мұнай қабатының параметрлерін табу есебі, дəлірек айтқанда, Маскет-Леверетт моделінің екіфазалық 
сүзілу есебі үшін өтімділік жəне қуыстық коэффициенттерін табу есебі қарастырылды. Қабаттың 
сүзілу сипаттамаларының мəліметтерін анықтауға арналған есептеу алгоритмі ұсынылды. 

The important interest is the problems of stratum parameters recovery by given measurable values in separate 
points, in wells of stratum. In this work the problem of find of oil stratum parameters, namely coefficient of 
permeability and porosity for two-phase filtration of Masket-Leverett model is considered. Numerical algo-
rithm for definition of given filtration characteristics is offered. 

 
Постановка задачи. Для принятия решения по эффективной разработке месторождения необ-

ходимо знать состояние комплекса геолого-промысловых данных, к которым относятся такие пара-
метры, как проницаемость, гидропроводность пласта. Поэтому большой интерес представляют зада-
чи восстановления данных параметров исходя из их заданных измеренных величин в отдельных точ-
ках пласта, на скважинах пласта и задачи по обработке и анализу геолого-промысловых данных неф-
тяного месторождения [1–6]. 

Возросшие возможности вычислительной техники позволяют удешевить и ускорить проведение 
экспериментальных исследований и автоматизировать исследуемый процесс. Поэтому разработка 
эффективных алгоритмов решения задач восстановления параметров нефтяных залежей и задач по 
обработке и анализу геолого-промысловых данных, позволяющих значительно упростить инженер-
ные экспериментальные исследования и повысить точность получаемых результатов, является акту-
альной на сегодняшний день. 

Учитывая сказанное выше, в данной работе рассматриваются задачи по восстановлению 
геолого-физических параметров пласта, такие как проницаемость, пористость. 

Приведем физическую постановку одномерной двухфазной задачи вытеснения нефти водой (мо-
дель Маскета-Леверетта). 

Имеется нефтяной пласт длины l, на левом конце которого 0x   находится нагнетательная 
скважина, а на правом конце x l  — добывающая скважина. На нагнетательной скважине закачива-
ем воду (рис.). Считаем две фазы — вода и нефть — несжимаемыми. Процесс описывает вытеснение 
нефти водой или, как говорят, происходит фронтальное вытеснение нефти водой из пласта. Будем 
считать давления нефти и воды неравными друг другу. Такая модель с учетом капиллярных сил на-
зывается моделью Маскета-Леверетта. Она лежит в основе гидродинамического анализа разработки 
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нефтяной пласт 

нефтяных месторождений [1]. Ставится обратная задача по восстановлению ( )k x  — проницаемости 
и ( )m x  — пористости нефтяного пласта соответственно. Система уравнений двухфазной модели в 

области (0 , 0 )x l t T     имеет следующий вид: 

 0B Bs w
m

t x

 
 

 
, (1) 

 0H Hs w
m

t x

 
 

 
, (2) 

где (1), (2) — законы сохранения массы для воды и нефти соответственно. 
 
 
 
 
 
       0           l          X  

Рис. Нефтяной пласт 

Скорости фильтрации воды и нефти (закон Дарси для каждой фазы) имеют следующие виды: 

 B B
B

B

f p
w k

x


 

 
, (3) 

 H H
H

H

f p
w k

x


 

 
, (4) 

 1B Hs s  , (5) 

( )H B k Bp p p s  . 
Обозначения следующие: ,k m  — проницаемость и пористость пласта. Неизвестными считаются 
функции проницаемости ( )k x  и пористости ( )m x  соответственно, которые нужно определить. Здесь 

,H Bp s  — соответственно давление нефти и насыщенность воды; ( ),  ( )B B B H H Bf f s f f s   — относи-

тельные фазовые проницаемости, экспериментально измеряемые функции, ,B H   — соответственно 
вязкости воды и нефти — постоянные величины. 

В дальнейшем для удобства вычислений преобразуем нашу систему, т.е., используя соотноше-

ние (5), сложим уравнение (1) и (2) и получим: ( ) 0B Hw w
x


 


. Таким образом, система принимает 

следующий вид в области (0 , 0 )x l t T    : 

 0,B Bs w
m

t x

 
 

 
 (6) 

 ( ) 0.B Hw w
x


 


 (7) 

Введем следующие обозначения: 

,  ,   ( ) B H
B H

B H

f f
s s p p F s

 
      

, ( ) kB

B B

pf
G s

s


 

 
 

0k

B

p

s

 
  

, ( ) B

B

f
I s 


,

1
r

m
 . 

Подставив соотношения (3), (4) в (6), (7), получаем, что система будет иметь следующий вид: 

 ( ) ( )
s s p

r kG s r kI s
t x x x x

                  
,      (0 , 0 ),x l t T     (8) 

 ( ) ( ) .
p s

kF s kG s
x x x x

                
 (9) 
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Начальное условие для насыщенности воды имеет следующий вид: 
 0

0
( )

t
s s x


 ,  0 x l  . 

На левой границе ставятся условия для насыщенности воды и давления нефти соответственно: 

 1
0

( ) ( )
x

s
kG s t

x 


 


, 1

0

( ) ( )
x

p
kI s t

x 


 


, 0 t T  . 

На правой границе ставятся аналогичные условия: 

 1( ) ( )
x l

s
kG s t

x 


 


, 2

0

( ) ( )
x

p
kF s t

x 


 


, 0 t T  . 

Дополнительно ставятся условия для давления пласта и насыщенности воды: 
 1( )

x l
p f t


 , 20

( )
x

s f t

 , 0 t T  . 

Целевой функционал имеет следующий вид: 

 2 2
1 2

0 0

( , ) [ ( , , , ) ( )] [ (0, , , ) ( )]
T T

J r k p l t r k f t dt s t r k f t dt     . 

Неизвестными считаются функция проницаемости ( )k x  и функция от коэффициента пористости 
( )r x , которые нужно определить. 

В дальнейшем для получения градиента функционала нам нужно иметь сопряженную систему. 
Система уравнений для вариаций имеет следующий вид: 

( ) ( ) ( ) ( )
s s

s r kG s s r kI s p r kG s kG s s
t x x x x x x x

                                      

( ) ( ) ( ) ( )
p p s p

r kI s kI s s r kG s r kI s
x x x x x x x

                                  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p p s s

kF s p kG s s kF s kF s s kG s kG s s
x x x x x x x x x x x x

                                                                  
. 

Начальные и граничные условия имеют следующий вид: 
( ,0, , ) 0s x n q  , 

0 0

( )
( ) ( ) ( )

x x

p p p
kI s kI s kI s s

x x x 

            
, 

'

0 0

( )
( ) ( ) ( )

x x

s s s
kG s kG s kG s s

x x x 

            
, 

'( )
( ) ( ) ( )

x l x l

p p p
kF s kF s kF s s

x x x 

            
, 

'( )
( ) ( ) ( )

x l x l

s s s
kG s kG s kG s s

x x x 

            
. 

Сопряженная система имеет следующий вид: 

( ) ( )
s p

rq G s I s
t x x x

             
 

 
φ θ θ

( ) ( ) ( ) ( ) ;
p s

r kG s kG s k F s G s
x x x x x x x

                               
 (10) 

 
θ φ

( ) ( ) .kF s r kI s
x x x x

                
 (11) 

Начальное условие имеет вид 
0

t T
  . 
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Граничные условия имеют следующий вид: 

0
0

x
  ,   1( ) ( ) 2[ ( , , , ) ( )]

x l

k F s I s p l t r k f t
x 

      
, 

2

0

( )
( ) 1 2[ (0, , , ) ( )]

( )
x

I s
rkG s s t r k f t

F s x


   
       

, φ 0.
x l

  

Градиент функционала равен: 

0

φ θ
( ) ( ) ( ) ( ) ,

T

k

s p p s
J r G s I s F s G s dt

x x x x x x

                          
  

0

( ) ( ) φ .
T

r

s p
J kG s kI s dt

x x x x

                     
  

Численный алгоритм. Для расчетной области 0 x l  , 0 t T   вводятся следующие нерав-
номерные разностные сетки как по пространственной переменной, так и по временной переменной: 

1i i ix x h   , 0,...,i N , 0 0t  , 1n n nt t t    , 0,...,n M , 0t  const ( 0t  — задаваемый начальный 
шаг). 

Уравнения (8), (9) аппроксимируются следующими разностными уравнениями: 

 
1 1 1 1 1

1 11 1
1/2 1/2

1

1n n n n n n
n ni i i i i i

i i in
i i i

s s s s s s
r a a

t h h

    
  
 



      
           

; (12) 

 
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 11 1 1 1
1/2 1/2 1/2 1/2

1 1

1 1
.

n n n n n n n n
n n n ni i i i i i i i
i i i i

i i i i i i

p p p p s s s s
b b a a

h h h h

       
      
   

 

             
                           

 (13) 

Здесь  1 1 1
1/2 1 1

1
( ( ) ( )

2
n n n
i i i i ia k G s k G s  
    ,  1 1 1

-1/2 1 1

1
( ) ( )

2
n n n
i i i i ia k G s k G s  

   , 

 1 1 1
1/2 1 1

1
( ) ( )

2
n n n
i i i i ib k F s k F s  
    ,  1 1 1

-1/2 1 1

1
( ) ( )

2
n n n
i i i i ib k F s k F s  

   . 

Сопряженную систему (10), (11) будем аппроксимировать следующим образом: 

 
1

1 1

1

( ) 1 1
( ) ( )

2 2

n n n n n n
n n n ni i i i i i
i i i in

i i

g g g g
t h h


 



          
            

 

 1 1
1/2 1/2

1

1 n n n n
n ni i i i

i i i
i i i

r a a
h h

 
 



         
           

1 1
1/2 1/2

1

1 n n n n
n ni i i i
i i

i i i

a a
h h

 
 



         
          

 (14) 

   1 1

1

1 1

2 2

n n n n
n n n ni i i i
i i i i

i i

e e e e
h h

 



        
      

   
; 

 1 1 1 1
1/2 1/2 1/2 1/2

1 1

θ θ θ θ φ φ φ φ1
.

n n n n n n n n
n n n ni i i i i i i i i
i i i i

i i i i i i

r
b b c c

h h h h
   

   
 

             
                           

 (15) 

Здесь  1/2 1 1

1
( ) ( )

2
n n n
i i i i ic k I s k I s    ,  -1/2 1 1

1
( ) ( )

2
n n n
i i i i ic k I s k I s   , 

( ) ( )
n

n
i

i

s p
g nq G s I s

x x

          
, ( ) ( )

n

n
i

i

p s
e q F s G s

x x

          
. 

Системы уравнений (12)–(13) и (14)–(15) являются нелинейными, будем их решать одним из 
итерационных методов, предварительно линеаризуя нелинейные члены [7, 8]. Минимизирующиеся 
последовательности строятся следующим образом: 

( 1) ( ) ( )( ) ( )p p n p
kk x k x J     , 

( 1) ( ) ( )( ) ( )p p n p
rr x r x J    , 
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где 

( )

0

( ) ( ) ( ) ( )
T

p
k

s p p s
J r G s I s F s G s dt

x x x x x x

                          
 , 

( )

0

( ) ( )
T

p
r

s p
J kG s kI s dt

x x x x

                      
 . 

Здесь p  — номер итерации, 0,1, 2, ...p  . Коэффициенты n , n  для построения минимизирующихся 
последовательностей находятся одним из методов, приведенных в [9]. На основе предложенного ал-
горитма производится тестирование данных и анализ расчетов. Приводятся практические рекоменда-
ции для специалистов нефтяной отрасли. 
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