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Некоторые свойства и применения модифицированного  
интегро-дифференциального оператора Римана-Лиувилля  

в классе гармонических функций 

В классе гармонических функций изучены некоторые свойства модифицированных интегро-
дифференциальных операторов дробного порядка в смысле Римана-Лиувилля. Рассматриваемые опе-
раторы обобщают интегро-дифференциальные операторы Баврина. В качестве применения получен-
ных свойств рассмотрены вопросы разрешимости некоторых краевых задач для уравнения Лапласа в 
шаре и в полукруге. 
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1. Введение

Пусть  : 1nx R x    — единичный шар, 2,n   : 1nx R x    — единичная сфера.

Пусть далее ( )u x — гармоническая функция в области , ,
x

r x
x

  и μ — 

положительное действительное число. 
В работе [1] в классе гармонических в шаре функций изучались свойства операторов вида 

    μ μ ;u x r u x
r

    


    
1

1 μ 1
μ

0

;u x t u tx dt  

      μ μ μ μ... ... ;m u x u x      

      1 1 1
μ μ μ μ... ... ,m u x u x         

где 
1

.
n

j
j j

r x
r x

 


   

Основными свойствами операторов μ
m  и μ

m  являются следующие утверждения [1]. 

Лемма 1. Пусть ( )u x — гармоническая функция в области .  Тогда функции μ [ ]( )m u x  и 

μ [ ]( )m u x  также являются гармоническими в шаре .  

Лемма 2. Пусть ( )u x — гармоническая функция в области .  Тогда для любого x  спра-
ведливы равенства 

μ μ μ μ[ ] ( ) [ ] ( ) ( ).m m m mu x u x u x           

Таким образом, в классе гармонических функций в шаре   операторы μ [ ]( )m u x  и μ [ ]( )m u x  

являются взаимно обратными. 

В настоящей работе мы построим дробные аналоги операторов μ ,m μ
m  и покажем, что 

результаты работы [1] верны и для общего случая. Пусть 0.  Следующие операторы: 

   1

0

1
[ ]( ) ;

( )

r

I u x r u d
 

 
   


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  1[ ]( ) ,0 1,
d

D u x I u x
dr

      

называются операторами интегрирования и дифференцирования порядка 0   в смысле Римана–

Лиувилля [2]. Так как  [ ]( )I u x u x   почти всюду при 0   [2], то можно предположить, что

 0[ ]( ) .I u x u x  Тогда  1[ ]( ) .
du

D u x x
dr



Пусть 0 1,  μ 0.  Введем обозначения 

   μ μ
μ [ ] ;B u x r D r u x    
  

        
1

1μ
μ

0

1
1 ;B u x t t u tx dt

  
 

 



      ,
μ μ μ μ ... ;m

m

B u x B B B u x     


     

      ,
μ μ μ μ ... .m

m

B u x B B B u x        


     

Замечание 1. Если 1,  то 

        1 1 μ μ
μ μ[ ] μ ;

d d
B u x r r u x r u x u x

dr dr
          



       
1

1 μ 1 1
μ μ

0

.B u x t u tx dt u x    

Следовательно, в случае 1   

     1,
μ μ ;m mB u x u x   

     1,
μ μ .m mB u x u x    

Легко показать, что при  ,β 0,1 , μ, 0  операторы μ ,B βB  коммутируют. Действительно, 

поскольку верны равенства 

 
μ

μ
μ

0

[ ]( ) ( )
(1 )

r

rs

r d
B u x r u d

dr





  
  





   


 

 
1μ

μ 1 μ

0

1 ( )
(1 )

r d
r s s u sx ds

dr


   

  






   
1

μ

0

1
1 1 μ

(1 )

d
s s r u sx ds

dr
           
 



    
1

μ
1 μ

0

1
1

(1 )
s s u sx ds


  

  





и операторы 1 μ   и 1 β   коммутируют, имеем 

       
1

β μ β
μ 1 μ

0

1
( ) 1

(1 )
B B u x s s B u sx ds


           


  


 

      
βμ1 1

1 μ 1 β

0 0

1 1

(1 ) (1 β)

s s t t
u stx dtds

 

   

 
 

    
 

  

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       
μ1 1

1 μ 1 β

0 0

1 1

(1 ) (1 β)

s s t t
u stx dtds

 

   

 
       

  

  


 

       
μ1 1

1 β 1 μ

0 0

1 1

(1 β) (1 )

t t s s
u stx dsdt

 

   

 
       

 

  


 

        
β μ1 1

β
1 β 1 μ μ

0 0

1 1
( ).

(1 β) (1 )

t t s s
u stx dsdt B B u x

 

   

 
        




   


 

Аналогично можно показать, что и операторы μ ,B βB
  коммутируют: 

          
1

1β μ β
μ

0

1
1B B u x t t B u tx dt

          
 

 
 

         
1 1

1 β 1μ β

0 0

1
1 1

β
t t s s u tsx dsdt

     
   

 



         
1 1

β 1 1β μ

0 0

1
1 1

β
s s t t u tsx dtds

     
   

 



          
1

β 1β β
μ μ

0

1
1 .

β
s s B u sx ds B B u sx

            
  

2. Свойства операторов ,
μ

mB  и ,
μ

mB

В этом пункте исследуем некоторые свойства операторов ,
μ

mB  и ,
μ .mB  Докажем, что 

утверждения леммы 1 и 2 остаются верными и для этих операторов. Отметим, что в случае 0 1, 
μ 0,  свойства операторов ,

0
mB  и ,

0
mB   изучены в работах [3, 4]. 

Пусть 0 1,  μ 0.  Введем обозначения 

 
 μ , ,

μ 1
γ ,

μ 1k

k

k

   


  

  μ, , μ , ,γ γ .
mm

k k   

Лемма 3. Пусть 0 1,  μ 0  и ( )kH x — однородный гармонический полином степени ,k  

при  0 0,1,... .k N   Тогда справедливы равенства 

    μ μ, , 0γ , ;k k kB H x H x k N 
 (1)

    1
μ μ , , 0γ , .k k kB H x H x k N  

 (2)

Доказательство. Пусть ( )kH x — однородный гармонический полином степени k  и 0.k N  То-

гда, используя связь гамма- и бета-функций Эйлера  
( ) (β)

( ,β)=
( β)

 


 



и в соответствии с определением оператора μ ,B  имеем 

        
μ

μ
μ

01

r

k k

r d
B H x r H d

dr


  

  


    


 

     μ μ

0

1

1

r
k

k

d
r H r d

dr
   

  
    


 

     
1

μ 1 μ μ

0

1
1

1
k k

kr

d
r H r d

dr
    



 
      


 

 
   


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   
   
 

μ 1 μ1 μ 11

1 μ 2
k

k

k d
r H r

k dr
       

 
     

 


 

   
   μ 1

μ 2
μ 2

k
k

k
r H k

k

  
    

   
 


 

 
     μ , ,

μ 1
γ .

μ 1 k k k

k
H x H x

k

  
 
    

 

Докажем второе равенство леммы. Оператор μB  определен для всех случаев 0 ,k N  и 

поэтому, используя определение оператора μ ,B  имеем 

          
   

1 1
1 1μ μ

μ

0 0

1
1 1k k

k k

H x
B H x t t H tx dt t t dt

        
  

   

 
 

 
 

   
 

 
     1

μ , ,

μ 1 μ 1
γ .

μ 1 μ 1
k

k k k

H x k k
H x H x

k k
        

  
       

  


 

Лемма доказана. 
Следствие 1. Пусть 0 1,  μ 0  и ( )kH x — однородный гармонический полином степени 

0.k N  Тогда справедливы равенства 

    ,
μ μ, ,γ ;m m

k k kB H x H x
 (3)

    ,
μ

μ , ,

1
.

γ
m

k km
k

B H x H x 



(4)

Следствие доказывается последовательным применением леммы 3. 
Теорема 1. Пусть 0 1,  μ 0  и ( )u x — гармоническая в шаре   функция. Тогда функции 

,
μ [ ]( ),mB u x ,

μ [ ]( )mB u x  также являются гармоническими в области .  

Доказательство. Так как ( )u x — гармоническая функция в шаре ,  то она разлагается при 

1x    в ряд вида [5] 

( ) ( )

0 1

( ) ( ),
kh

i i
k k

k i

u x u H x


 

  (5)

где  ( ) ( ), 1, ,i
k kH x i h  — полная система однородных гармонических полиномов степени ,k  а ( )i

ku  — 

коэффициенты разложения (5). Применяя формально оператор ,
μ

mB  к ряду (5) и учитывая равенство (3), 

получим 

 , ( ) ( )
μ μ , ,

0 1

[ ]( ) γ .
kh

m m i i
k k k

k i

B u x u H x


 


 (6)

Далее из асимптотической оценки гамма-функций легко показать, что μ , ,lim γ 1.mk
k

k
  Тогда 

радиус сходимости ряда (6) совпадает с радиусом сходимости ряда (5), и поэтому его сумма пред-
ставляет собой гармоническую в   функцию.  

Аналогично, используя формулу (4) легко доказать гармоничность функции ,
μ [ ]( ).mB u x  

Теорема доказана. 
Теорема 2. Пусть 0 1,  μ 0  и ( )u x — гармоническая функция в шаре .  Тогда для любо-

го x  справедливо равенство 

       
1

1 μ
μ

0

1
1 [ ] .u x t t B u tx dt

  
 

  


(7)
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Доказательство. Пусть 0 1,  μ 0.  Докажем равенство (7). Представим гармоническую в 

шаре   функцию ( )u x  в виде ряда (5) и преобразуем его следующим образом: 

 
 

 
 

( ) ( )

0 1

μ 1 μ 1
( ) ( ).

μ 1 μ 1

kh
i i

k k
k i

k k
u x u H x

k k



 

      


      



(8)

Далее, учитывая равенства (1), (2) и равномерную сходимость ряда (8) по x  при ρ 1,x  
получаем 

 
 

 
 

( ) ( )

0 1

μ 1 μ 1
( ) ( )

μ 1 μ 1

kh
j j j i i

k k
k i j j j

k k
u x u H x

k k



 

      
 

      



 

     
   

1
1( ) μ ( )

0 1 0

μ 11
1

μ 1

kh
i i

k k
k i

k
u t t H tx dt

k


 

 

  
  
     

 

 
 

     
1( )

1 μ ( )
μ

0 1 0

1
kh i

ik
k

k i

u
t t B H tx dt


 

 

     
  


 

     
1

1 μ ( ) ( )
μ

0 10

1
1

kh
i i

k k
k i

t t B u H tx dt


 

 

 
     


  



      
1

1 μ
μ

0

1
1 .t t B u tx dt

  
 

  


Теорема доказана. 
Аналогично доказывается следующее утверждение. 
Теорема 3. Пусть 0 1,  μ 0  и ( )u x — гармоническая функция в области .  Тогда для 

любого x  справедливо равенство 

       
1 1 1

1 μ ,
1 2 μ

0 0 0

1
1 [ ] ,m

mm
u x dt dt t t B u tx dt

  
   

  


(9)

где обозначено      1 1 1

11 1 ... 1 ,mt t t
        μ μ μ

1 ... ,mt t t      1... .mtx t t x  

Теорема 4. Пусть 0 1,  μ 0  и ( )u x — гармоническая функция в области .  Тогда для 

любого x  справедливы равенства 
, , , ,

μ μ μ μ[ ] ( ) [ ] ( ) ( ).m m m mB B u x B B u x u x        
     (10)

Доказательство. Применим к функции ,
μ [ ]( )mB u x  оператор ,

μ .mB  По определению оператора 
,

μ
mB  имеем 

   
1 1 1

, , 1 μ ,
μ μ 1 2 μ

0 0 0

1
[ ] ( ) (1 ) ( ) .m m m

mm
B B u x dt dt t t B u tx dt              


 

В силу равенства (9) последнее выражение равно ( ).u x  Следовательно, первое равенство из (10) 

доказано. Для доказательства второго равенства из (10) применим оператор μB  к функции 
,

μ [ ]( ).mB u x  Тогда 

 
1 1 1

, 1 μ
μ μ μ 1 2

0 0 0

1
[ ] ( ) (1 ) ( )m

mm
B B u x B dt dt t t u tx dt   

         
      



 
1 1 1μ

μ 1 μ
1 2

0 0 0 0

( ) (1 ) ( )
(1 )

r

mm

r d
r dt dt t t u t dt d

dr


   

        
   


     

 
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 
1 1 1 μ

1 μ μ
1 2

0 0 0 0

1
(1 ) ( ) ( ) .

(1 )

r

mm

r d
dt dt t t r u t d dt

dr


    

     


     
 

 

Далее нетрудно убедиться в следующих равенствах: 

 
μμ μ

μ

0 0

( ) ( )
(1 ) (1 )

r rt

t s

r d r d s s ds
r u t d r u s

dr dr t t t

 




                 
 




    

 
 

μ μ 1 μ

0

1
( ) ( )

(1 )

trd
r t tr s s u s ds

dr
     

     


μ μ
μ

0

1
( ) ( ) ( ) [ ]( ),

(1 ) ( )

trd
tr tr s s u s ds B u tx

d tr
   

    


 

где учтено, что .
| | | |

x tx

x tx
   Поэтому будем иметь 

   
1 1 1

, 1 μ
μ μ 1 2 μ

0 0 0

1
[ ] ( ) (1 ) ( ) .m

mm
B B u x dt dt t t B u tx dt             


 

Следовательно, вспоминая определение оператора ,
μ ,mB  можно записать  

   
1 1 1

, , 1 μ ,
μ μ 1 2 μ

0 0 0

1
[ ] ( ) (1 ) ( ) ( ).m m m

mm
B B u x dt dt t t B u tx dt u x               


 

Равенства (10) доказаны.  
Теорема доказана. 

Таким образом, из утверждения теоремы 4 следует, что операторы ,
μ

mB  и ,
μ

mB  являются вза-

имно обратными в классе гармонических функций в шаре .  
3. Постановка и решение задачи в шаре
Пусть 0 1,  μ 0.  Рассмотрим следующую задачу. 

Задача А. Найти гармоническую в шаре   функцию ( ),u x  для которой функция ,
μ [ ]( )mB u x  

непрерывна в   и удовлетворяет на сфере   равенству 
,

μ [ ]( ) ( ), .mB u x f x x   

Заметим, что аналогичные задачи с операторами целого порядка рассматривались в работах 
[1, 6–9], а для операторов дробного порядка с производными Римана-Лиувилля и Капуто — в работах 
[3, 4, 10–16], с производными типа Адамара-Маршо — в [17]. 

Пусть ( )v x — классическое решение задачи Дирихле в шаре :  

( ) 0,

( ) ( ),

v x x

v x f x x

  
  

(11)

Справедливо следующее утверждение. 

Теорема А. Пусть  ( ) .f x C   Тогда решение задачи А существует, единственно и представ-

ляется в виде 

  ,
μ( ) ,mu x B v x  (12)

где ( )v x — решение задачи (11). 
Замечание 2. Из утверждений теоремы А следует, что задача А представляет собой аналог задач 

Дирихле и Робена для уравнения Лапласа. 
Доказательство теоремы А. Пусть решение задачи А существует и это ( ).u x  Применим к 

функции ( )u x  оператор ,
μ

mB  и обозначим ,
μ [ ]( ) ( ).mB u x v x  Так как    ,

μ ( ) ,mB u x C   то 
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 ( ) .v x C   Далее поскольку ( )u x — гармоническая функция в ,  то, в силу утверждения теоре-

мы 1, функция ( )v x  тоже гармоническая в шаре   и  

 ,
μ( ) ( ) ( ).mv x B u x f x  

Таким образом, функция ( )v x  является решением задачи Дирихле (11). Причем если 

 ( ) ,f x C   то решение этой задачи существует, единственно и  ( ) .v x C   Применим к ра-

венству ,
μ [ ]( ) ( )mB u x v x  оператор ,

μ .mB  Поскольку интегралы вида  
1

1 μ

0

(1 ) ( )v x d        

при (0,1], μ 0, μ 0   имеют слабые особенности при 0   и 1,  то такие функции 

являются непрерывными по x  при непрерывной функции  ( ) .v x C   Значит, оператор

,
μ

mB  применим к функциям из  .C   В силу первого равенства из (10) получим равенство (12), т.е.

 , , ,
μ μ μ[ ]( ) ( ) ( ).m m mB v x B B u x u x     
  

Пусть, наоборот, функция ( )v x  является решением задачи Дирихле (11) при  ( ) .f x C 

Ясно, что  ( ) .v x C   Рассмотрим функцию ,
μ( ) [ ]( ).mu x B v x   В силу второго равенства из (10) 

будем иметь  
, , ,

μ μ μ[ ]( ) [ ] ( ) ( ).m m mB u x B B v x v x   
  

Значит, функция ( )u x  гармоническая в   и  

   ,
μ [ ] ( ).mB u x v x f x  

Теорема доказана. 
4. Постановка и решение краевой задачи в полукруге

Пусть 2,n    2, ,x y R 2 2 , φ .
y

r x y arctg
x

    Обозначим { 0)y    — верхний 

полукруг, { 0)y    — полуокружность, {( , ) : 1 1, 0}I x y x y     — диаметр круга.  

Рассмотрим следующую задачу. 

Задача В. Найти функцию  , ,u r   гармоническую в полукруге ,  для которой функция 

 ,
μ [ ] ,mB u r   непрерывна в I        и удовлетворяет условиям  

   ,
μ [ ] , ,  ;mB u r g

       

   , 0,  , .Iu r r I    

Отметим, что различные краевые задачи в полукруге в случае 1,   μ 0  исследовались в рабо-
тах [18, 19], а с граничными операторами Адамара-Маршо — в работе [20].  

Справедливы следующие утверждения. 

Теорема В. Пусть    g C    и выполняются условия  0 0;g    0.g   Тогда решение

задачи В существует, единственно и представляется в виде 

   
1 1

1 μ
1

0 0

1
, ... 1 ( , ) ,

( ) mm
u r dt t t v rt dt

  
  

  


 (13)

где функция  ,v r   определяется равенством

       
2 2

2 2
0

1 1 1
, .

2 1 2 cos 1 2 cos

r r
v r g d

r r r r

  
        




  
    

 (14)
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Доказательство теоремы В. Предположим, что решение задачи В существует. Обозначим его 

через  , .u r   Применим к функции  ,u r   оператор ,
μ

mB  и обозначим     ,
μ , , .mB u r v r    

По предположению функция   ,
μ ,mB u r   непрерывна в замкнутой области .  Тогда функция 

 ,v r   также непрерывна в .  Далее, по утверждению теоремы 1, функция 

    ,
μ, ,mv r B u r    является гармонической в .  В силу граничного условия задачи В имеем  

      ,
μ 1, 1, .mB u v g      

По условию задачи ( ,0) 0,u r   и если [0,1]s  и 1,r   то 1.sr   Следовательно,  ,0 0.u sr 

Тогда  , [ ] , 0,m

I
B u r 
   и поэтому  

   ,, [ ] , 0.m

I I
v r B u r 

   

Таким образом, функция  ,v r   является решением следующей задачи:

   
   
   

, 0,  ,

1, ,  .

, 0,  ,

v r r

v g

v r r I





  


 
  

 

  

 

(15)

В условиях теоремы В решение задачи (15) существует и представляется в виде (14) [21]. Далее, 

по утверждению теорем 3 и 4, функцию  ,u r   можно представить в виде (9) и (10). А так как

   ,
μ [ ] , ,mB u r v r    и рассматриваемые функции непрерывны, то формулы (9) и (10) можно

записать в виде (13). Выполнение условий задачи В проверяется непосредственно. Действительно, 

если  ,v r   является решением задачи (15), то, применяя к функции (13) оператор ,
μ ,mB  получаем: 

     ,
μ [ ] 1, 1,mB u v f       

и  

   ,
μ [ ] , , 0.m

II
B u r v r     

Теорема доказана. 

Работа выполнена при финансовой поддержке грантового финансирования научно-технических 
програм и проектов Комитетом науки МОН РК (проект 0830/ГФ2). 
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М.А.Асылбеков, Б.Т.Төребек, Б.Қ.Тұрметов  

Гармониялық функциялар класында Риман-Лиувилль интегро-дифференциалдау 
операторы модификациясының кейбір қасиеттері жəне қолданылулары 

Мақалада гармониялық функциялар класында Риман-Лиувилль мағынасындағы бөлшек ретті интегро-
дифференциалдау операторы модификациясының кейбір қасиеттері зерттелген. Бұл операторлар 
Баврин интегро-дифференциалдау операторларының жалпыламасы болып табылды. Зерттелген 
қасиеттердің қолданылуы ретінде Лаплас теңдеуі үшін шарда жəне жарты дөңгелекте кейбір шеттік 
есептердің шешілімділігі мəселелері қарастырылған. 

M.А.Assylbekov, B.T.Torebek, B.Kh.Turmetov 

Some properties and applications of the modified integral-differential operator 
of Riemann-Liouville in the class of harmonic functions 

In this paper, in the class of harmonic functions we have studied some properties of the modified integro-
differential operators of fractional order in the Riemann-Liouville. The operators in question generalize 
integro-differential operators of the Bavrin. As an application of the properties some of the solvability of 
boundary value problems for the Laplace equation in a ball and in a semicircle are considered. 
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