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СТАБИЛЬНОСТЬ  Δ–РМ-ТЕОРИИ  И  ЕЁ  ЦЕНТРА 

Мақалада келесі шарттарды қанағаттандыратын Δ–РМ-теориялар қарастырылды. Ол 
шарттар келесі: теориялар кемелденген,  -йонсонды, 1  -экзистенционалды сөйлемдер 
үшін толық жəне    ,    . Сондай теориялар үшін олардың орталығының λ-тұрақты-
лығы өз теорияларының Δ–РМ стабильділігіне эквивалентті болуы көрсетілді. 

We are considering in this article Δ–РМ-theories which perfect,  -Jonsson’s and complete for 
 -sentences. Under these conditions and    ,     the equivalence of the classical λ-stability of 
the center of this theories and the Δ–РМ-stability of ones are proved. 

 

Введение 

В данной статье отражается связь Δ–РМ-теории и ее центра относительно стабильности. Хорошо 
известно [1; 165], что если полная теория имеет модельный компаньон и она λ-стабильна, то и ее мо-
дельный компаньон λ-стабилен. Йонсоновские теории, вообще говоря, неполны. В [2, 3] показано, 
что если совершенная йонсоновская теория λ-стабильна в йонсоновском смысле, то это эквивалентно 
λ-стабильности и ее центра в обычном смысле для полных теорий. В силу критерия совершенности 
йонсоновских теорий [4] ее центр является ее модельным компаньоном. В [5] показано, что результа-
ты о модельных компаньонах можно обобщить на случай  -йонсоновской теории. В [6] были опре-
делены обобщенно-йонсоновские теории, для которых все результаты для йонсоновских теорий яв-
ляются верными при 0  . В [7] были определены Δ–РМ-теории, которые являются позитивным 
обобщением теорий из [6]. Таким образом, основным результатом данной статьи является теорема 
2.1, в который изучается связь стабильностных свойств Δ–РМ-теории и ее центра. 

§1. Сведения о компаньонах йонсоновских теорий 

В этом параграфе мы дадим основные определения понятий и известные результаты, связанные 
с ними. 

Определение 1.1. Теория Т языка L называется йонсоновской, если 
1) T имеет бесконечную модель; 
2) T индуктивна; 
3) T обладает свойством совместного вложения (JEP); 
4) T обладает свойством амальгамы (AP). 
Следующие определения даны в [8]. 
Определение 1.2. Пусть k   . Модель M теории T называется: 
 k-универсальной для T, если каждая модель T мощности строго меньше k, изоморфно вклады-
вается в M; 

 k-однородной для T, если при любых двух моделях A и A1 теории T, являющихся подмоделями 
M мощности, строго меньше k и изоморфизме f : A → A1 для каждого расширения B модели A, 
являющегося подмоделью M и моделью T мощности, строго меньше k, существуют расши-
рение B1 модели A1, являющееся подмоделью M, и изоморфизм g : B → B1, продолжающий f. 
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Определение 1.3. Однородно-универсальной для T моделью называется k-однородно-универ-
сальная для T модель мощности k, где k   . 

В работе [8] можно найти следующие предложения: 
Факт [8, 0.1]. Каждая йонсоновская теория T имеет k  -однородно-универсальную модель 

мощности 2k . Обратно, если теория T индуктивна, имеет бесконечную модель и  -однородно-
универсальную модель, то теория T является йонсоновской. 

Факт [8, 0.2]. (i) Пусть T — йонсоновская теория. Две модели M и M1 k-однородно-
универсальные для T, являются элементарно эквивалентными. 

(ii) Если существует модель M k-однородно-универсальная для T мощности k, то она 
единственна с точностью до изоморфизма. Кроме того, модель M k-сильно однородна, т.е. любой 
изоморфизм между двумя подмоделями A и B модели M мощности строго меньше k, являющимися 
моделями теории T, продолжается до автоморфизма M. 

Покажем, что в рамках определения однородности и универсальности из [8] верно следующее: 
Лемма 1.1. Пусть T — произвольная теория. 
1) Модель M теории T -однородна для T тогда и только тогда, когда M -однородна для всех 

   . 

2) Модель M теории T -универсальна для T тогда и только тогда, когда M -универсальна для 
всех    . 

Определение 1.4. Модель С йонсоновской теории T называется семантической моделью теории 
T, если ω+-однородно-универсальна в смысле [8]. 

Определение 1.5. Семантическим пополнением (центром) йонсоновской теории T называется 
элементарная теория T* семантической модели C теории T, т.е. T* = Th(C). 

Определение 1.6. Модель A теории T называется T-экзистенцианально замкнутой, если для 

любой модели B и любой экзистенциальной формулы  x  с константами из A выполняется 

A╞  x x   при условии, что A — подмодель B и B╞  x x  . 

В связи с определениями 1.4 и 1.6. верен следующий факт: 
Лемма 1.2. Семантическая модель C йонсоновской теории T является T-экзистенциально замк-

нутой. 
В [8] рассмотрен следующий факт. 
Факт [8, 0.3]. Пусть T — йонсоновская теория. Если T* модельно полна и k   , то 

k-однородные — универсальные, для T модели k-насыщенны; если T* не является модельно полной, 
то ни одна семантическая модель не является ω+-насыщенной. 

В рамках нового определения семантической модели йонсоновской теории дадим следующее 
определение. 

Определение 1.7. [4] Йонсоновская теория T называется совершенной, если каждая семантиче-
ская модель T является насыщенной моделью T*. 

Легко заметить, что следующий результат из [4] остается верным и в рамках нового определения 
совершенности йонсоновской теории. 

Теорема [4, 2.8]. Пусть T — йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны: 
1) T совершенна; 
2) T* — модельный компаньон T; 
3) Mod T* = ET; 
4) T* = Tf, 

где ET — класс T-экзистенциально замкнутых моделей T; T0 — оболочка Кайзера (максимальная   
теория, взаимно модельно совместная с T); Tf = Th(FT), где FT — класс генерических моделей T (в 
смысле конечного форсинга Робинсона); TM — модельный компаньон йонсоновской теории T. 

Более того, можно заметить следующее: 
Замечание. Совершенность йонсоновской теории эквивалентна модельной полноте T*. 
Приступим к исследованию свойств компаньонов йонсоновских теорий. 
Следующее определение взято из [8]. 
Определение 1.8. Две йонсоновские теории T1 и T2 называются косемантичными, если * *

1 2T T . 
В связи с этим в [8] получен результат. 
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Предложение [8, 1.1]. Пусть T1 и T2 — йонсоновские теории. Тогда следующие условия 
эквивалентны: 

1) T1 и T2 косемантичны; 
2) T1 и T2 имеют общую семантическую модель; 
3) семантические модели T1 и T2 совпадают. 
Лемма 1.3. Пусть T — йонсоновская теория. Тогда T0 — наибольшая йонсоновская теория, 

косемантичная с T. 
Следствие [8, 1.3]. Пусть T — йонсоновская теория. Тогда *T  — наибольшая йонсоновская 

теория, косемантичная с T. В связи с этим легко заметить, что если T — йонсоновская теория, то 
0 *T T . 

Следующие результаты из [8] остаются верными также и в рамках нового определения: 
Теорема [9, 2.9]. Пусть T — йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны: 
1) T совершенна; 
2) T* —  -аксиоматизируема. 
Теорема [9, 2.10]. Пусть T — йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны: 
1) T совершенна; 
2) T* = T0. 
Теорема [4, 2.11]. Пусть T — йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны: 
1) T совершенна; 
2) T имеет модельный компаньон. 
Теорема [9, 2.12]. Пусть T  — йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны: 
1) T  совершенна; 
2) T *  — йонсоновская теория; 
3) fT  — йонсоновская теория; 
4) eT  — йонсоновская теория, где e

TT Th(E ) ; 

5) eT  — полная теория; 
6) 0T  — полная теория. 
Определение 1.9. Пусть T  — йонсоновская теория. Компаньоном йонсоновской теории T  

называется такая теория #T  той же сигнатуры, которая удовлетворяет следующим условиям: 
1) #(T ) T  ; 

2) для любой йонсоновской теории T , если T T  , то  ##T T ; 

3) #T T  . 

Естественными интерпретациями компаньона #T  являются T * , 0T , fT , MT , eT . 
По аналогии с хорошо известным фактом из [1; 158] можно утверждать следующее: 
Лемма 1.4. Если #T  — компаньон йонсоновской теории T  и MT  — модельный компаньон T , 

то # MT T . 
Легко проверить следующее: 
Лемма 1.5. Пусть 1T  и 2T  — йонсоновские теории. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) 1T  и 2T  взаимно модельно совместны; 

2) # #
1 2T T . 

Как следствие леммы 1.3, можно получить следующее: 
Лемма 1.6. Пусть 1T  и 2T  — йонсоновские теории. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) 1T  и 2T  взаимно модельно совместны; 

2) * *
1 2T T ; 

3) f f
1 2T T ; 

4) e e
1 2T T ; 

5) 0 0
1 2T T . 

Интересным является следующий вопрос: будет ли для произвольной йонсоновской теории её 
компаньон йонсоновской теорией? 
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В связи с этим дадим следующие определения. 
Определение 1.10. Йонсоновская теория T  называется # -йонсоновской, если #T  — 

йонсоновская теория. 
Определение 1.11. Йонсоновская теория T  называется супер-йонсоновской, если любой 

существующий компаньон этой теории является йонсоновской теорией. 
Следующий результат говорит об особенности 0T  среди других компаньонов йонсоновской 

теории T . 
Лемма 1.7. Пусть T  — йонсоновская теория. Тогда следующие условия эквивалентны: 
1) T  совершенна; 
2) T  — супер-йонсоновская; 
3) T  f -йонсоновская; 
4) T  — *-йонсоновская; 
5) T  — e -йонсоновская. 
В работе [9] был получен результат [9, 1.15], имеющий отношение к теореме Линдстрема о мо-

дельной полноте. Следующая теорема уточняет результат [9, 1.15]. 
Теорема 1.2. Пусть T  — йонсоновская теория. Следующие условия эквивалентны: 
1) T  полна:  
2) T  модельно полна. 
Следствие. Взаимно модельные совместные полные йонсоновские теории логически эквива-

лентны между собой. 
Легко заметить, что взаимно модельные совместные йонсоновские теории являются косеман-

тичными теориями. Почему? Таким образом, для произвольной йонсоновской теории мы имеем два 
случая: 

1. Если она совершенна, то класс взаимно модельно совместных с ней теорий раскладывается на 
следующие непересекающиеся подклассы: 

А) неполные нейонсоновские теории; 
Б) полные нейонсоновские теории; 
В) неполные йонсоновские совершенные теории; 
Г) полные йонсоновские теории (надо заметить, что из сказанного выше этот подкласс состоит 

всего из одной теории. 
2. Если она несовершенна, то класс взаимно модельно совместных с ней теорий раскладывается 

на следующие непересекающиеся подклассы: 
А) неполные нейонсоновские теории; 
Б) полные нейонсоновские теории; 
В) неполные йонсоновские несовершенные теории. 

§2. О РМ-стабильности Δ–РМ-теории 

Дадим основные определения. Пусть L  — язык первого порядка. At  есть множество атомарных 
формул данного языка. B (At)  — замкнутое множество относительно позитивных булевых комби-
наций (конъюнкция и дизъюнкция) всех атомарных формул, их подформул и замены переменных. 
Q(B (At))  есть множество формул в пренексном нормальном виде, полученное с помощью приме-

нения кванторов (и  ) к B (At) . Назовем формулу позитивной, если она принадлежит множеству 

Q(B (At)) L  . Теория называется позитивно аксиоматизируемой, если ее аксиомы позитивны. 

B(L )  — это произвольная булева комбинация формул из L . 

Пусть 1M  и 2M  — структуры языка, B(L )  . Отображение 1 2h : M M  называется  -

гомоморфизмом (символически 1 2h : M M ), если для любого   1x ,a M   , из того, что 

1M (a)  , следует, что 2M (h(a))  . 

Определение 1. Говорим, что теория   допускает JEP  , если для любых двух 

1 2M ,M ModT  существует 3M ModT  и  -гомоморфизмы 1 1 3 2 2 3h : M M ,h : M M   . 
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Определение 2. Говорим, что теория T  допускает AP  , если для любых 1 2 3M ,M ,M ModT  

таких, что 1 1 3 1 1 2h : M M ,g : M M  , где 1 1h ,g  —  -гомоморфизмы, существует 4M ModT  и 

2 3 4 2 2 4h : M M ,g : M M   , где 2 2h ,g  —  -гомоморфизмы такие, что 2 1 2 1h h g g  . 

Определение 3. Теория T  называется  -позитивно мустафинской (Δ–РМ)-теорией, если: 
 теория T  имеет бесконечные модели; 
 теория T  является 2


 -аксиоматизируемой; 

 теория T  допускает JEP  ; 
 теория T  допускает AP  . 
Пусть T  — Δ–РМ-теория; PMS (X)  — множество всех позитивных 1


  полных n -типов над X , 

совместных с T , для каждого конечного n . 
Определение 4. Модель M  теории T  называется  -позитивно экзистенциально замкнутой, ес-

ли для каждого  -гомоморфизма f : M N  и каждого a M  и  (x, y) : N y (f a , y)       

 M y a, y    . 

Класс всех  -позитивно экзистенциально замкнутых моделей теории T  обозначим через TE . 
Определение 5. Мы говорим, что Δ–РМ-теория T  PM   -стабильна, если для любой модели 

TA E , для любого подмножества X  множества A  PMX S (X) .     PM  -теория T PM -ста-

бильна, если она Δ–РМ-стабильна для некоторого  . 
Определение 6. Теория T  позитивно-модельно полна, если она модельно полна и любая экзи-

стенциальная формула эквивалентна в T  некоторой позитивно экзистенциальной формуле. 
Определение 7. Модель теории называется simple, если каждый нетривиальный морфизм в 

классе моделей данной теории является инъективным. 
Лемма 2.1 [10, 1.3.]. 
Следующие условия эквивалентны: 
1) теория T  позитивно модельно полна; 
2) теория T  модельно полна, и любая ее модель является simple. 
В рамках указанных выше определений получена следующая 
Теорема 2.1. Пусть T  — Δ–РМ-теория,  -йонсоновская, совершенная, полная для 1E -пред-

ложений,    . Тогда следующие условия эквивалентны: 
1) T  Δ–РМ-стабильна; 
2) *T — λ-стабильна, где *T  — центр йонсоновской теории T . 
Доказательство. 1 2 :  Теория * *

1,n 1,nT T E (T) E (T ), 
     где 1,nE (T)

 , *
1,nE (T )

  — это 

соответствующие решетки позитивных 1  -экзистенциальных формул от n -свободных перемен-
ных. Теория T  полна для 1  -экзистенциональных предложений, следовательно, 

1,nE (T)
 = *

1,nE (T )
 . T  совершенна, следовательно, *T  модельно полна и соответственно по лемме 

2.1. позитивно модельно полна *
nn , F (T )    *

1,nE (T )
 : *T   . 

Пусть T  Δ–РМ-стабильна, тогда по определению для каждой TA E  мы имеем, что для каждого 

X A  и PMX S (X) .     

Предположим, что *T  не  -стабильна. Тогда существует *
TA E ModT   в силу 1  -

йонсоновости и совершенности такой, что существует X A  такое, что X , n , S(X)        . 

Для каждой формулы p,  где np S (X) , мы заменим   на  , где   удовлетворяет *T    и 
*

1,nE (T )
 . Пусть p '  будет pпосле замены. Тогда PMp ' S (X)  и PMS (X)   . Это противоречит 

PM   -стабильности теории T . 
2 1  тривиально, следует из того, что множество позитивно-экзистенциональных формул явля-

ется подмножеством всего языка и соответственно если число всех типов меньше фиксированной 
мощности, то и позитивно-экзистенциональных типов меньше этой мощности. 
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О  ЦЕНТРАЛЬНЫХ  ТИПАХ  Δ–PM-ТЕОРИЙ 

Мақалада Δ–PM-теорияның кейбір қасиеттері қарастырылды. Біріншіден, теорияның фор-
кинг қасиеті аксиоматикалық түрде енгізім зерттелді. Нəтижесінде классикалық форкинг-
тің қасиеттеріне біз енгізген ұғым эквивалентті болды. Екіншіден, осы теорияның орталық 
типтерінің стабильдік қасиеттері талданды. Бұл жерде жаңадан енгізілген ұғым қасиетте-
рін бұрынғы классикалық ұғымдармен байланысы ізделді. 

We are considering in this article some properties of Δ–PM-theories which perfect,  -Jonsson’s and 
complete for 1 -sentences. Under these conditions and    ,     we are investigating the 

property some kind of stability for central types and connection with stability in Δ–PM meaning. Also 
we introduced the axiomatic kind of forking property of such theories. 

 

Введение 

В данной статье рассмотрены некоторые свойства центральных типов и свойство форкинга для 
PM  -теорий. 
При изучении свойств форкинга для PM  -теории рассмотрен аксиоматический подход. По-

добное было рассмотрено в [1, 2] соответственно для йонсоновских теорий и PJ  -теории. Основ-
ным результатом является следующая теорема. 

Теорема 1.2. Пусть T  — PM  -теория,  -йонсоновская, совершенная, полная для 1  пред-
ложений. Тогда следующие условия эквивалентны: 

 отношение PJNF  удовлетворяет аксиомам 1–7 относительно теории T ; 
 *T  стабильна и для любых , (( , )p P A A p A PJNF p     не форкуется над A  в смысле Ше-
лаха). 

Идея центрального типа появляется при рассмотрении обогащенной сигнатуры. 
PM  -теории были определены в [3]. Такие теории являются позитивным обобщением обоб-

щенно-йонсоновских теорий, введенных в [4]. 
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