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а)      б) 

Рисунок 5. Зависимости интенсивности вынужденного излучения (а) и ее полуширины (б) от 
плотности мощности накачки 

 
При изменении плотности мощности накачки от 0,1 до 0,8 МВт/см2 интенсивность излучения в 

максимуме спектра увеличивается почти в 35 раз, а 1/2 уменьшается в 6,5 раза. Сужение полосы 
излучения с ростом интенсивности возбуждения свидетельствует о преобладании вынужденного 
излучения над спонтанным т.е перехода системы в режим генерации. Дальнейшее увеличение 
плотности мощности источника накачки приводит к сужению полосы генерации и увеличению ее 
интенсивности. Порог возникновения вынужденного излучения определялся по касательной из 
рисунка 5(а) и составил 0,2 МВт/см2. Полученные результаты демонстрируют потенциальную 
возможность использования пористого оксида алюминия для создания активных элементов 
квантовой электроники.  
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Пусть nC  - n -мерное пространство комплексных чисел и 

  njzCzzzD j
n

nn ,...,1,1<:,...,1   - единичный полидиск (см. [1], [2]). Введем условные 

обозначения  n ,...,1 ,  niii eee  ,...,1 ,  nddd  ,...,1  и для  nzzz ,...,1 , 

  nCwww  21,...,  положим  nn zwzwzw ,...,11 . 

Определение ([3]). Положительная, непрерывная функция   на  1,0  называется нормальной 

функцией если существуют числа ba <<0 такие, что: 

1) Функция 
 

 ar

r

1


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0
1
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1


 ar r

r
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 
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r
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
 - не возрастает на  1,0  и 

 
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
. 

Функция n переменных называется нормальной, если она нормальна по каждой переменной. 
Рассматривается  nDH  - пространство аналитических функций на полидиске nD  (см. [1], [2]). 

Пусть   ,0, jj qp , j  - нормальные функции, nj ,...,1 ,  nppp ,...,1 ,  nqqq ,...,1 , 

 n ,...,1 . Через  nqp DH ,,  обозначим пространство всех функций  nDHf  , для которых 
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конечна, где 
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Отметим, что в одномерном случае пространство  nqp DH ,,  рассмотрено в [3]. 

Каждая функция  nDHf   разлагается в степенной ряд 

  j

n

k
j

n

j
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k
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

. 

Рассматривается многомерный оператор Чезаро (см. [4]) 
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где 1->j , nj ,...,1  и 
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. 

В одномерном случае при 0  и 1p  ограниченность оператора Чезаро в пространстве Харди 

 11 DH  доказал A.G. Siskakis [5]. Этот результат на случай 1<<0 p  распространил I. Miao [6], в 
случае <<1 p  доказали K. Stempak [7], K. Andersen [8]. В дальнейшее развитие дано в [3]. 

В многомерном случае при ppp n  ...1  ограниченность оператора C  в пространстве 

Харди  n
p DH  доказали D. Chang , S. Stevic [4]. 
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В настоящей заметке исследована ограниченность оператора Чезаро C  в пространстве 

 nqp DH ,, . 

 
Справедливы следующие утверждения. 

Лемма 1. Пусть 0>j , jj l<<0  , nj ,...,1 . Если функция  nrrhrh ,...,1
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 положительная 

функция не убывает по каждой переменной jr , nj ,...,1 , то для  1,0js , nj ,...,1  имеет место 
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Доказательство. Так как функция  rh  положительна и не убывает по каждой переменной, то 
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для  1,0, 21  . 

Из этого неравенства следует утверждение леммы при 2n . 
Для 2>n  доказывается по индукции. 

Лемма 2. Пусть  nDHf  , 1> j , nj ,...,1 . 

1) Если  <1 jp , jj  1<<0 , 1<0 jr , nj ,...,1 , то 
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2) Если  <1 jp , 1<<0 jq , 1<0 jr , nj ,...,1 , то 
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Доказательство. Известно, что (см. [4]) 
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Поэтому применяя обобщенное неравенство Минковского (см. [9]) получим 
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Далее, учитывая неравенство trtrei  11   из неравенства (1) получим 
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Теперь, делая замену переменной jjjrt  , nj ,...,1 , отсюда получим утверждение первого 

пункта леммы. 
Для доказательства второго утверждения леммы воспользуемся первым неравенством в формуле 

(2) и леммой 1. 

Теорема 1. Пусть j  - нормальные функции и 1> j ,  <1 jp , 1<<0 jq , nj ,...,1 . 

Тогда для любой функции  nqp DHf ,,  имеет место неравенство 

 



,,,, qpqp

fCfC  . 

Доказательство теоремы 1 основано на лемме 2 и свойствах функций j ,  frM p , . 

Замечание 1. Из приведенных утверждений при npp  ...1 , nqq  ...1  следуют результаты 

[3], [4], а при 1n  следуют результаты [10]. 
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