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арқылы 𝑥 операторының жалпыланған сингуляр мәнді функциясы анықталады [3, 4]. 

Бұл келесі теорема Назаров-Подкорытов леммасының [1, 5] коммутативті емес ℒ𝑝 

кеңістігіндегі аналогы болып табылады. 

Теорема 1. 𝑥, 𝑦 ∈ ℒ0(ℳ) операторлары 

𝑑(𝑠; 𝑥) {
≤ 𝑑(𝑠; 𝑦), егер 𝑠 < 𝑠0;

≥ 𝑑(𝑠; 𝑦), егер 𝑠 > 𝑠0
 

шартын қанағаттандыратындай етіп таңдалсын. Егер 

𝜏(|𝑥|𝑝0 − |𝑦|𝑝0) ≥ 0 

орындалатындай 𝑝0 ≥ 1 бар болып және |𝑥|𝑝 және |𝑦|𝑝 операторларының ең болмағанда 

біреуінің 𝑝 > 𝑝0 және |𝑥|𝑝 − |𝑦|𝑝 ∈ ℒ1(ℳ) қамтамасыз етілгенде ақырлы ізі бар болсын деп 

ұйғарайық. Онда 

𝜏(|𝑥|𝑝 − |𝑦|𝑝) ≥ 0 
Дербес жағдайда, 

‖𝑦‖𝑝 ≤ ‖𝑥‖𝑝. 
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Пусть   𝑘 ∈ ℤ . Обозначим через 𝐺𝑘  множество всех кубов в ℝ𝑛 вида 

[0, 2𝑘)𝑛 + 2𝑘𝑚,    𝑚 ∈ ℤ𝑛. 

Очевидно, что  ℝ𝑛 =  ∏ 𝑄𝑄 ∈ 𝐺𝑘
, здесь ∐𝑄означает объединение непересекающихся 

множеств. 

Множество 𝔾 = ∏ 𝐺𝑘𝑘∈𝑍  называется семейством диадических кубов в ℝ𝑛. Заметим, что 

каждый куб  𝑄 ∈  𝐺𝑘 разбит на  2𝑛 кубов из 𝐺𝑘−1. 
Семейство взаимно непересекающихся кубов 𝒯 =  {𝑄}  ⊂ 𝔾   называется локальным 

разбиением пространства  ℝ𝑛 если: 

1)   ℝ𝑛 = ∏ 𝑄𝑄∈ 𝒯
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  где черта обозначает замыкание; 

2)     |𝑇 ∩ 𝐺𝑘|  < ∞.Здесь и далее |A| — количество элементов в множестве A. 

Пусть  𝜆 ∈ ℝ, 0 < 𝑝, 𝑞 ≤  ∞  и  𝑇 = {𝑄} — локальное разбиение ℝ𝑛. Определим 

локальное пространство Морри 𝐿𝑀𝑝,𝑞
𝜆 (𝒯)как множество измеримых функций  f  для которых 

‖𝑓‖
𝐿𝑀𝑝,𝑞

𝜆 (𝒯) = (∑ (2−𝑘𝜆 ∑ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄))𝑄∈𝑇𝑘=𝑇∩ 𝐺𝑘
)
𝑞

𝑘∈ 𝑍 )

1

𝑞
< ∞ . 

Здесь и далее выражения  (∫ |𝜙(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑡𝛺
)

1
𝑞
и (∑ |𝑎𝑘|

𝑞
𝑘𝜖𝛺 )

1
𝑞 при 𝑞 = ∞  понимаются как 

𝑠𝑢𝑝
𝑥𝜖𝛺

|𝜙(𝑥)|, 𝑠𝑢𝑝
𝑘𝜖𝛺

|𝑎𝑘|,  соответственно. 

Данная шкала пространств  при λ>0 охватывает пространства 
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𝐿𝑀𝑝,𝑞,𝑥
𝜆 = {𝑓:  (∫ (𝑡−𝜆‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐵𝑡(𝑥)))

𝑞
𝑑𝑡

𝑡

∞

0
)
1/𝑞

< ∞},                                  (1) 

где 𝐵𝑡(𝑥) = {𝑦 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥 − 𝑦| ≤ 𝑡}  -- шар с центром в точке x и радиусом t>0. 

Эти пространства были введены Буренковым и Гулиевым  в [1] . Отметим, что (1) 

охватывает λ<0. 

Пусть A и B множества в ℝ𝑛. Расстояние между  множествамиA  и B определяется 

следующим образом 

𝜌(𝐴, 𝐵) =  𝑖𝑛𝑓𝑥 ∈ 𝐴,𝑦 ∈ 𝐵 𝜌(𝑥, 𝑦). 

Под разностью множеств A и B понимаем 𝐴 − 𝐵 = {𝑥 − 𝑦: 𝑥 ∈  𝐴, 𝑦 ∈  𝐵}. 
Нам понадобится разбиение порождение соответствующее точке 𝑢 ∈ ℝ𝑛. Данное 

разбиение с локализацией точки u. 

Пусть 𝑢 ∈ ℝ𝑛.  Рассмотрим локальное разбиение 𝑇(𝑢). Определим семействa кубов 

𝑌𝑘(𝑢) = { 𝑄 ∈  𝐺𝑘+1: 𝜌(𝑄, 𝑢) < 2𝑘;   𝑘 ∈ ℤ}. 
Заметим, что множество 𝑌𝑘  содержит не более 2𝑛 кубов. 

Определим 

𝑇𝑘(𝑢) =  { 𝑄 ∈ 𝐺𝑘: 𝑄 ∉ 𝑌𝑘−1 ; 𝑄 ⊂ ⋃ 𝐼

𝐼∈ 𝑌𝑘(𝑢)

 } ; 

𝑇(𝑢) = ⋃ 𝑇𝑘(𝑢)𝑘∈ℤ . 

Заметим, |𝑇𝑘(𝑢)| ≤ 2𝑛(2𝑛 − 1) < 4𝑛 . 

Теорема 1. Пусть 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞,
1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1, 

1

𝑞
+

1

𝑞′
= 1. 𝜆 ∈ ℝ, 𝑢 ∈ ℝ𝑛.𝑇(𝑢)- 

локальное разбиение пространстваℝ𝑛. Тогда верно 
‖𝑓‖

(𝐿𝑀𝑝,𝑞
𝜆 (𝑇(𝑢)))

′ ≈ ‖𝑓‖
𝐿𝑀𝑝′,𝑞′

−𝜆 (𝑇(𝑢))
 .                                      (2) 

 

Замечание. В случае оценки сверху в формуле (2) верно утверждение теоремы для 

любого разбиения. 

Лемма 1. Пусть  1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 0 ≤ 𝛼, 𝜆 ≤
𝑛

𝑝
- и 𝛼 + 𝜆 ≥

𝑛

𝑝
 , 𝛾 = 𝛼 + 𝜆 −

𝑛

𝑝
, 𝑢, 𝑣 ∈

ℝ𝑛 ,   𝑇(𝑢), 𝑇(𝑣)- соответствующие разбиения, тогда  имеет место неравенство 
‖𝑓 ∗ 𝑔‖

𝐿𝑀𝑝,∞
𝜆 (𝑇(𝑢)) ≤ 𝑐‖𝑔‖𝐿𝑀𝑝′,1

−𝛼 (𝑇(𝑣))‖𝑓‖
𝐿𝑀𝑝,∞

𝛾
(𝑇(𝑢−𝑣)), 

где константа c  зависит только от параметров λ,  n и p. 

Теорема 2. Пусть  T(u),  T(v)  локальные разбиения пространства   ℝ𝑛. Пусть 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞,

0 <  𝜆 <
𝑛

𝑝
, 0 ≤ 𝛾 ≤

𝑛

𝑝
 и 0 < 𝛼 = 𝛾 − 𝜆 +

𝑛

𝑝
, 0 < 𝜏 ≤ ∞. Если  𝑓 ∈ 𝐿𝑀𝑝,∞

𝛾 (𝑇(𝑢 − 𝑣))и 𝑔 ∈

𝐿𝑀𝑝′,𝜏
−𝛼(𝑇(𝑣)), то 𝑓 ∗ 𝑔 ∈ 𝐿𝑀𝑝,𝜏

𝜆 (𝑇(𝑢)) и выполняется неравенство 

‖𝑓 ∗ 𝑔‖
𝐿𝑀𝑝,𝜏

𝜆 (𝑇(𝑢)) < 𝑐 ‖𝑓‖
𝐿𝑀𝑝,∞

𝛾
(𝑇(𝑢−𝑣))

‖𝑓‖𝐿𝑀𝑝′,𝜏
−𝛼(𝑇(𝑣)), 

где константа c  зависит только от параметров n, λ, 𝛼,p. 

Следствие. Пусть  𝑇(𝑢),  𝑇(𝑣)  локальные разбиения пространства   ℝ𝑛. Пусть 0 <

𝑚𝑎𝑥(𝑞, 1) ≤ 𝑝 ≤ ∞, 0 <  𝜆 <
𝑛

𝑞
  и  0 ≤ 𝛾 ≤

𝑛

𝑝
 и 0 < 𝛼 = 𝛾 − 𝜆 +

𝑛

𝑝
, 0 < 𝜏 ≤ ∞.  

Если  𝑓 ∈ 𝐿𝑀𝑝,𝜏
𝛾

(𝑇(𝑢 − 𝑣))и 𝑔 ∈ 𝐿𝑀𝑝′,∞
−𝛼 (𝑇(𝑣)), то 𝑓 ∗ 𝑔 ∈ 𝐿𝑀𝑞,𝜏

𝜆 (𝑇(𝑢)) и выполняется 

неравенство 
‖𝑓 ∗ 𝑔‖

𝐿𝑀𝑞,𝜏
𝜆 (𝑇(𝑢)) < 𝑐 ‖𝑓‖

𝐿𝑀𝑝,𝜏
𝛾

(𝑇(𝑢−𝑣))
‖𝑔‖𝐿𝑀𝑝′,∞

−𝛼 (𝑇(𝑣)), 

где константа c  зависит только от параметров n, λ, 𝛼,p, q. 

Лемма 2. Пусть  T(u),  T(v)  локальные разбиения пространства   ℝ𝑛. Пусть 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 <

∞, 0 ≤  𝜆 ≤
𝑛

𝑞
  и  0 ≤ 𝛾 ≤

𝜆 𝑞

𝑝
 и 𝛼 = 𝛾 − 𝜆 +

𝑛

𝑞
, 𝑝′ =

𝑝

𝑝−1
. 

Если  𝑓 ∈ 𝐿𝑀𝑝,∞
𝛾 (𝑇(𝑢 − 𝑣))и 𝑔 ∈ 𝐿𝑀𝑝′,1

−𝛼(𝑇(𝑣)), то 𝑓 ∗ 𝑔 ∈ 𝐿𝑀𝑞,∞
𝜆 (𝑇(𝑢)) и выполняется 

неравенство 
‖𝑓 ∗ 𝑔‖

𝐿𝑀𝑞,∞
𝜆 (𝑇(𝑢)) < 𝑐 ‖𝑓‖

𝐿𝑀𝑝,∞
𝛾

(𝑇(𝑢−𝑣))
‖𝑔‖𝐿𝑀𝑝′,1

−𝛼 (𝑇(𝑣)), 
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где константа 𝑐 зависит только от параметров n, λ, q. 

Лемма 3. Пусть 𝑢 ∈ ℝ𝑛 , 𝑇(𝑢) локальное разбиение пространства   ℝ𝑛 по точке𝑢.  Пусть 

1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, 0 ≤  𝜆 ≤
𝑛

𝑞
  и  0 < 𝛾 ≤

𝜆 𝑞

𝑝
 и 𝛼 = 𝛾 − 𝜆 +

𝑛

𝑞
, 𝑝′ =

𝑝

𝑝−1
. 

Если  𝑓 ∈ 𝐿𝑀
𝑝,

𝑝

𝑞

𝛾 (𝑇(𝑢 − 𝑣))и 𝑔 ∈ 𝐿𝑀𝑝′,1
−𝛼(𝑇(𝑣)), то 𝑓 ∗ 𝑔 ∈ 𝐿𝑀𝑞,∞

𝜆 (𝑇(𝑢)) и выполняется 

неравенство 

‖𝑓 ∗ 𝑔‖
𝐿𝑀𝑞,∞

𝜆 (𝑇(𝑢)) < 𝑐 ‖𝑓‖
𝐿𝑀

𝑝,
𝑝
𝑞

𝛾
(𝑇(𝑢−𝑣))

‖𝑔‖𝐿𝑀𝑝′,∞
−𝛼 (𝑇(𝑣)), 

где константа 𝑐  зависит только от параметров 𝑛, 𝜆, 𝑞. 
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В теории сингулярных дифференциальных операторов одним из методов задания и 

исследования является метод построения операторов, ассоциированных с полуторалинейными и 
квадратичными формами.  

В работе рассмотрена форма вида  

𝑞[𝑢, 𝑓] = ∫ (∑𝜌𝑗
2(𝑥)𝐷𝑗

2𝑢 𝐷𝑗
2𝑓 + w(x)𝑢𝑓

𝑛

𝑗=1

)

ℝ𝑛

𝑑𝑥,       u, f ∈ С0
∞(ℝ𝑛).                     (1) 

В (1) 𝑖 = √−1,    𝐷𝑗 =
𝜕

𝜕𝑥𝑗
   (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛), 𝜌𝑗 > 0    (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛), 𝑤0 = 𝑅𝑒𝑤 > 0,𝑤1 = 𝐼𝑚𝑤 локально 

суммируемы в ℝ𝑛  (∈ 𝐿2,𝑙𝑜𝑐  ), и |𝜌𝑗(𝑥) − 𝜌𝑘(𝑥)| > 0   в ℝ𝑛 хотя бы для одной пары 𝑗 ≠ 𝑘, 𝐿2 – 

пространство вещественных функций в ℝ𝑛  с конечной нормой. 

Обозначим через 𝑊 = 𝑊2
2(𝜌̅,𝑤0) пополнение класса финитных функций 𝔇 = С0

∞(ℝ𝑛) по норме 

‖𝑢‖𝑊 = √𝑞0[𝑢, 𝑢]. Пусть 𝑃(𝑥; 𝑎̅, ℎ) = {𝑦 ∈ ℝ𝑛: |𝑦𝑗 − 𝑥𝑗| <
𝑎𝑗ℎ

1
2

2
, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} , 𝑎̅ = (𝑎1, … , 𝑎𝑛), (𝑎𝑗 >

0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛), ℎ > 0. Через E̅, |E| , |𝐸|𝑣 будут обозначаться соответственно замыкание, мера Лебега. 

Положим (0 < 𝛿 < 1) 𝑆(𝛿)(𝑥, ℎ; 𝑎̅,𝑤0) = inf
{e}𝛿

|𝑃(𝑥; 𝑎̅, ℎ)\𝑒|𝑤0
,где inf  берется по всем компактам 

𝑒 ⊂ 𝑃̅(𝑥; 𝑎̅, ℎ)  меры |𝑒| ≤ 𝛿 |𝑃(𝑥; 𝑎̅, ℎ)|.  
Потребуем, чтобы 𝑤0 = 𝑅𝑒𝑤было невырожденно в следующем смысле:  

𝑆(𝛿)(𝑥, ℎ; 𝑎̅, 𝑤0) > 0                                                                  (2) 

и не убывает по ℎ > 0, 𝛿 −некоторая постоянная из (0,1).  

Введем функцию  

ℎ(𝑥) = ℎ(𝑥; 𝜌̅, 𝑤0) = sup{ℎ > 0:𝑀(𝛿)(𝑥, ℎ; 𝜌̅,𝑤0) ≤ 1},  

где  

𝑀(𝛿)(𝑥, ℎ; 𝜌,̅ 𝑤0) = ℎ(𝑆̇(𝛿)(𝑥, ℎ; 𝜌̅,𝑤0)|𝑃(𝑥; 𝜌̅(𝑥), ℎ)|−1)
1/2

. 

Положим 𝛱𝜌̅(𝑥) = ∏ 𝜌𝑗(𝑥)𝑛
𝑗=1 . Поскольку  

lim
ℎ→0+

𝑀(𝛿)(𝑥, ℎ; 𝜌̅, 𝑤0) = (𝛱𝜌̅(𝑥))
−1/2

lim
ℎ→0+ 

ℎ1−𝑛/4[𝑆(𝛿)(𝑥, ℎ; 𝜌̅,𝑤0)]
1/2

= 0, 

то ℎ(𝑥) > 0 в ℝ𝑛. Заметим, что 0 < ℎ(𝑥) = ℎ(𝛿)(𝑥; 𝜌̅,𝑤0) < ∞, если 𝑛 < 4(𝑛 > 1)либо 
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