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ОБ  АБСОЛЮТНОЙ  СУММИРУЕМОСТИ  КРАТНЫХ  РЯДОВ  
С  МОНОТОННЫМИ  КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Мақалада ( )q sf L I  функциясының коэффициенттері монотонды еселі тригонометриялық 

Фурье қатарының абсолютті қосындылануының ең жақсы «бұрышпен» жуықтаулар 
терминіндегі қажетті жəне жеткілікті шарты алынған. Сонымен бірге монотонды 
функцияның Фурье қатарының абсолютті қосындылануының қажетті жəне жеткілікті 
шарты функцияның үзіліссіздік модулі терминінде дəлелденген.     

In this work the necessary and sufficient condition of absolute summability multiple trigonometric se-
ries of Fourier of function ( )q sf L I  with monotonous coefficients in terms of the best approxima-

tion by «corner» is received. Also the necessary and sufficient condition absolute summability of 
Fourier series of monotonous function in terms of the module of a continuity of this function is 
proved.   

 
Пусть sR  — s-мерное евклидово пространство точек  1,..., sx x x  с вещественными координа-

тами;  : 0 2 , 1, 2, ...,s
s jI x R x j s       — s-мерный куб.  

Положим 
cos , 1,

( )
sin , 2.i

nx i
nx

nx i


   

.  

Рассмотрим кратный тригонометрический ряд 
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где 1( ,..., )sn       означает j jn    для всех 1,2,...,j s ;  
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Положим ( ) ( 1)( 2)...( )
, ,

!n

n
A R

n
      
   n — натуральное число.  

Сумма   1( ) ( )( )

1 1

( ) ( )j j

j j j

s

n n k n k
k n j

x A A B x
 


  

     называется 1( ; ) ( ; ,..., )sC C     средним ряда (1).  

Для заданного числа nb  смешанную разность определим следующим образом: 
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 



    , где 1( ,..., )s    . Ряд (1) назовем | ; |C   суммируемым, 1  , в точке 

sx I , если 
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    . (2) 
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В случае 1 2 ... s         будем писать | ; |C   вместо | ; |C  .  

Пусть ( ) ( )n x  есть ( ; )C   — среднее последовательности 
1

( )
s

j n
j

n B x


   
  
 , то есть  

 

1

( ) ( 1)( )

11 1

( ) ( )j j

j j j

s s

n n j n k k
k nj j

x A k A B x


  


  

 
    

 
  .  

Верна следующая лемма [1]:  
Лемма 1. Пусть 1, 1,...,j j s    . Тогда  

 ( ) ( )

1

( ) ( )
s

n j n
j

x n x 



   .  

Пользуясь этой леммой, можно убедиться, что условие (2) эквивалентно условию  
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s
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x
n n n






 

   

  

 
         

    .  

Через ( )q sL I  обозначим пространство всех измеримых, по Лебегу, 2 -периодических по каждой 

переменной функций ( )f x , для  которых  

 

1

( )
s

q
q

q
I

f f x dx
 

    
 
 , 1 q   .  

Пусть 
1 ,..., ( )

sn n qY f  — s -мерное наилучшее приближение «углом» (см. [2]) функции ( )q sf L I ; 

1( ; ,..., )r s qf t t  — смешанный модуль гладкости порядка r  ( r  — натуральное число) функции  

( )q sf L I ; ( ; )qf   — модуль непрерывности функции 1( )qf L I .    

В дальнейшем через C будем обозначать положительные постоянные, вообще говоря, различные 
в разных формулах. Запись ( ) ( )A B   означает, что существуют положительные постоянные 

1 2,с c  такие, что 1 2( ) ( ) ( )c A B c A      для всех  .  

Условия абсолютной суммируемости ряда (1) в случае 1  , 2s  , 
1

0
2j   , 1,2j  , исследовали 

И.Е.Жак и М.Ф.Тиман [3], а вопросы ;C


 -суммируемости ряда Фурье функции 2 ( )sf L I  изучили 

Ю.А.Пономаренко, М.Ф.Тиман [4], эти вопросы также были исследованы И.Салаи [5].  
Определение (см. [6]). Если n k

a a  при n k , то числовая последовательность  na  называет-

ся монотонно убывающей. Класс таких последовательностей будем обозначать через M .  
Теперь приведем полученные нами результаты. Нам понадобится следующий результат 

М.И.Дьяченко.   
Теорема А (см. [7]). Если коэффициенты ряда  

 xni

n
n ea

1

 (3)  

удовлетворяют условию Man }{  и при некотором ),( 1
2  s

sq  выполняется условие   
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 
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q
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то ряд (3) является рядом Фурье некоторой функции )( sq ILf   и .||||
1
q

qq JCf   

Используя эту теорему, докажем одно вспомогательное утверждение. 
Лемма 2. Пусть функция  ( )q sf L I ,  2

1( , )s
sq   ; 

 
1 1

( ) ( ) cos
s

n j j
n j

f x a f n x
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и { ( )} ,na f M  тогда имеет место неравенство  

 

1

1

1 1

2
,...,

1 1 1

( ) ... ( ) ( ) , 0,1,...
q

s

s s

s
q q

n n q j j jk
k n k n j

Y f C a f k n n
 



    

 
     

 
    

Доказательство. Известно следующее равенство: 

 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( )

1 1

1
cos [

2 2

j j j j

s s s s

in x in xs s
i n x n x n x i n x n x n x

j j s
j j

e e
n x e e


      

 


        

 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )s s s s s si n x n x n x i n x n x n x i n x n x n x n xe e e                     
 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2( ) ( ) ]s s s s s s s si n x n x n x n x n x i n x n x n xe e               .  

Пользуясь этим равенством, теоремой об ограниченности оператора сопряжения в пространстве  
( )q sL I , 1 q    (см. [8]) и теоремой А, можно убедиться, что  
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2
( ) , ,

1
s

s q
q q
n jq

n n j

s
f C a f n q

s

 


  

              
   . (4) 

Положим 

 
1 2

1 2 1 21 11 1 1 1 1 1

( , ) ( ) cos ( ) cos
s s

n ns s

n j j j jk k
j jk k k k k k

U f x a f k x a f k x
   

      

           

 
1 2

1 2 1 21 11 1 1 1 1 1

( ) cos ( 1) ( ) cos
s s

s s

n nn ns s

j j j jk k
j jk k k k k k

a f k x s a f k x
 

      

        .  

Тогда  
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1 1 2 2

, , ,
11 1 1
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s

s s

s
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jk n k n k n

f x U f x a f k x
  

     

       

 
1 1 2 2

1 2

, , ,
11 1 1

( ) cos( )
s s
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s

m n m n m n j j j
jm m m

a f m n x
  

  
  

      

 
1 1 2 2

1 2

, , ,
11 1 1

( ) [cos cos sin sin ]
s s

s

s

m n m n m n j j j j j j j j
jm m m

a f m x n x m x n x
  

  
  

      .  

Учитывая неравенство | sin | 1, | cos | 1y y   по определению наилучшего приближения «углом» и 
свойства нормы и пользуясь теоремой об ограниченности оператора сопряжения функции, получим  

 
1 1

1

, ,
1 1 1

( ) || ( ) || ( ) cos
s s

s

s

n q n q m n m n j j
m m j q

Y f f U f C a f m x
 

 
  

       .  

Теперь, пользуясь неравенством (4) из последнего неравенства, получим 
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s s s

s

s q
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n n q m n m n j
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Y f C a f m
 
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 
    

 
     
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2
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1

q

q

s

s s

s
q

k k j j
k n k n j

s
C a f k n q

s

 


    

 
        

   .  

Лемма доказана. 
Теорема 1. Пусть 2

1 2s
s q   , 1 q   , 10 j q   , 1,..., ,j s  и функция ( )q sf L I  имеет ряд 

Фурье вида  

 
1 1

( ) cos
s

n j j
n j

a f n x
 

  .  

Если { ( )} ,na f M  то для того, чтобы ряд Фурье функции ( )q sf L I  был | ; |C  -суммируем 

почти всюду на sI , необходимо и достаточно, чтобы  

 
1

1

1
1

,...,
2 2 1

... ( )
j

s

s

s
q

j n n q
n n j

n Y f
     

 

  

    . (5) 
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Доказательство. Достаточность условия (5) для | ; |C  -суммируемости ряда Фурье функции 

( )q sf L I  следует из пункта c) теоремы 4 работы [1] (без предположения { ( )}na f M ).  

Докажем необходимость. Пусть ряд Фурье функции ( )q sf L I  | ; |C  -суммируем на sI . Тогда 

по теореме 2 работы [1]  

 (1 ) 1

1 1

( ) j

s

n j
n j

a f n
   

 

    . (6)  

В силу монотонности наилучшего приближения «углом» и доказанной выше леммы 2 получим  
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... ( ) ... 2 ( )j j jq q

ss

s s

s s

j n n q q
n n j j

n Y f Y f 


   
    

       

      

 
1

( )
2

1 1 12 1

2 ( 2 ) ( )
j j

j

s s q
q qq

j k
j jk

C k a f




    

   

 
   

 
   . (7) 

Учитывая, что по условию теоремы { ( )}na f M  и неравенство  
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( 2 ) 2
m

m

q m q

k

k C


  

 

   , 

будем иметь  

 
1

1
1 1

( ) 2

11 1 1 2 1 2 1

... 2 ... ( 2 ) ( )j jq j

s
s s

qs s
q q

j k
jj k k

k a f
 


   

    

        

 
  

  
     

 
1

1
( 1)

2 ,...,2
1 1 1

2 2 ( )
j j

j
mm s

s s q
m qq q

mj j

C a f


 

     

  

 
   

 
   . (8)  

По условию теоремы 10 j q   , 1,..., .j s  Следовательно  

 
1 1( ) ( )

0

2 2 , 0,1,...j jq qm

m

C


    



      

Известно следующее неравенство Йоханссона [9]: если 0n   и 
0

,
n

m n
m

C


    то 

0 0

, 0n k n n
n k n n

b C b
  



  

 
       

 
   . Теперь, пользуясь этим неравенством, получим  

 
1

1

1 1 1

( ) ( 1)

2 ,..., 2
1 1 1 1

... 2 ... 2 ( )
q

j j qq j
mm s

s s s

s s
m q

j m m j

a f


   

   

       

 
 

  
     

 
1

(1 ) 1

1 1 1

... ( ) j

s

s

n j
n n j

C a f n
 

  

  

     . (9) 

В силу (6) из неравенств (7)–(9) следует, что  

 
1

1

1

( ) 1

,...,
2 2 1

... ( )jq

s

s

s

j n n q
n n j

n Y f
 

 

  

    .  

Теорема доказана.  
Замечание 1. Теорема 1 анонсирована в [10].  

Теорема 2. Пусть 1 1

1 1
1 2, 1 ... , 1

's sq q
q q            . Тогда для | ; |C  -суммируемости 

п.в. на sI  ряда (1) достаточно, чтобы  

1) в случае 
1

, 1,...,
' j j s

q
      выполнялось условие 
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111

1
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               

 

       ;  

2) в случае 1

1
...

's q
      выполнялось условие 

 

2 1
1 1

111

1
11 1 1

2 1 2 1

,...,
0 0 0 12 2

ln

s

s

nn s

s
n nss s s

qs
q
k k j

n n n jk k

k




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
 

 
    

    

 
               

 

        ;  

3) в случае 
1

1 , 1,...,
'j j s

q
      выполнялось условие 

 
111

1
1

1 1 1

2 1 2 1

,...,
0 0 0 2 2

nn s

s
n ns

s s s

q
k k

n n n k k





    

    

  
    

     

2 1
1 1

(1 ) 1

1

s

s

j

s q
q
j

j

k




 

 

 




         



  . 

Доказательство. Докажем пункт 3. Рассмотрим следующий ряд:  

 

2 1

11

1 11 1 11 1

1 1 1
( )

s

s

s ss

n
n n ns sI

J x dx
n n n






 

   

  

 
        

     .  

Последовательно применяя неравенство Гельдера для интеграла с показателями 1s
s

s


 


,…, 

1
2

2


 


, теорему Хаусдорфа-Юнга [11] и соотношение ( )

nA n  , получим  

1

1 1 1 1

1

1 1 1

1 1 1
1 1 ,...,

1 1 1 1 1
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s s s s
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q

s s k k
n n n k k

J C n n n 



  
        


    

  
      
     

2 1
1 1

( 1)

1

( 1)

s

s

j

s q
q q

j j j
j

n k k




 

 

 




         



  .  

Теперь по 1n , рассуждая как в одномерном случае [5], так как 1

1
1

'q
    , отсюда получим   

 
2

1 1

1 1 2

( 1)1 1
1

1 1 0 1 1 2

( 1)
s

js s s s

s s s

nn s
q q

s s j j j
n n i k k j

J C n n n k k 



  
      


     

  
       
       

 

2 1
1 1

11

1

1
1

2 1
(1 ) 1

1
2

s

s

i

i

q
q q

k
k

k






 

 


 




         



    

12 3

1 1 2 2

21 2 1 32

2 1
1 1 1

1 2
1 1 0 0 1 1 32

n
s

s s s s

n
s s s

n n s
q

s s j
n n n i k k j

C n n k


 



    
        


       

  
        
         
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3 1
2 2

1 1
11

2

2 1

12 1

2 1
( 1) ( 1) (1 ) 1

2 2 2 1
13 2

( 1) ( 1)

s

s

i

j

i

qs
q q qq q

j j k
kj k

n k k k k






 

 
 

 
     

 


                    

   . (10) 

Далее, применяя неравенство Гельдера для суммы по 2  сначала с показателем 1

2


 


, потом с 

показателем 
1

q
 


, из (10) получим  

 
32 2 2

1 1

1 2 1 3

1
( )

1 1
1

1 1 0 0 1 1 3

2
s

s s s s

s s s

n n sn
qq

s s j
n n n i k k j

J C n n k 



      
     


      

   
        
        

 
12

2

2

2
22

2 1
( 1) ( 1)

2 2 2
13 2

( 1) ( 1)
n

j

n

s
q q q

j j
kj

n k k k
 

   

  

       

3 1
2 2

1 1
11

1

1
1

2 1
(1 ) 1

1
2

s

s

i

i

q
q q

k
k

k






 

 
 


 




              

  . (11) 

Теперь, если 2

1
1

'q
    , то по 2n , сначала рассуждая как в одномерном случае [5], потом так 

как по условию теоремы 1 1
q


  и 2

1

1





, то, дважды применяя неравенство Иенсена и меняя порядок 

суммирования из (11), имеем 

 
3

1 1

1 2 1 3

1 1
1 3

1 1 0 0 1 1

s

s s s s

s s s

n n
q q

s s s
n n i i k k

J C n n k k 



   
     


     

   
      

         

 

3 1
2 2

1 1
1 12 1

2 1

2 1
2 1

2 1 2 1
( 1) (1 ) 1 (1 ) 1

2 1
3 2 2

( 1)

s

s

i i

j

i i

qs
q q q q

j j k
j k k

n k k k



 


 

 
 

 
     

  


                 

   .  

Далее, последовательно применяя вышеприведенный метод по 3n , 4n , …, sn , получим 

 
111

1
1

1 1 1

2 1 2 1

,...,
0 0 0 2 2

nn s

s
n ns

s s s

q
k k

n n n k k

J C




    

    

  
    

     

2 1
1 1

(1 ) 1

1

s

s

j

s q
q
j

j

k




 

 

 




       



  . 

Наконец, применяя теорему Леви, получим | ; |C  -суммируемость ряда (1) п.в. на sI , в случае 

1
1 , 1,...,

'j j s
q

     .  

Остальные пункты теоремы доказываются аналогично.  
Замечание 2. В случае 1 2 ... s         из теоремы 2 следует теорема 1 работы [1].    

Теорема 3. Пусть 1 1

1 1
1 2, 1 ... , 1

's sq q
q q            . Тогда для | ; |C  -суммируемости 

п.в. на sI  ряда Фурье функции  ( )q sf L I  достаточно, чтобы  
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1) в случае 
1

, 1,...,
' j j s

q
      выполнялось условие 

 

2 1

11 1
1

1 1

2 2 2
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    ;  

2) в случае 1

1
...

's q
      выполнялось условие 
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  ; 

3) в случае 
1

1 , 1,...,
'j j s

q
      выполнялось условие 
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    . 

Доказательство. Докажем пункт 2. Пусть 1

1
...

's q
     . Тогда из теоремы 2 (пункт 2), поль-

зуясь теоремой Харди-Литтлвуда [11], получим   
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Теперь, пользуясь неравенством [2]  
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в силу монотонности наилучшего приближения «углом» из (12), имеем 
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2 1
1 11

1

1

2
( 1) 1

1 1
2

(ln ) ( )

s

s

q q
n q

n

n n Y f




 

    





       
   

  .  

Остальные пункты теоремы доказываются аналогично.  
Замечание 3. В случае 1 2 ... s         из теоремы 3 следует теорема 4 работы [1]. 

Теорема 4. Пусть 1 1

1 1
1 2, 1 ... , 1

's sq q
q q             и r  — натуральное число. Тогда 

для | ; |C  -суммируемости п.в. на sI  ряда Фурье функции ( )q sf L I  достаточно, чтобы  

1) в случае 
1

, 1,...,
' j j s

q
      выполнялось условие  

 

2 1

11 1
1

1 1

2 2 2
( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1

1 1
1 1 1 1

1 1
( ; ,..., )

s

s

s s

s s

q q q
s s r q

n n n s

n n n f
n n








 
          




  

 
      
    

    ; 

2) в случае 1

1
...

's q
      выполнялось условие 

 
1

1

1

2 2
( 1) 1 ( 1) 1

1 1
2 2

(ln ) (ln )
s s

s s

s s

q q q q
s s s s

n n

n n n n






       

 
 


 


    

 

2 1
1 11

1

1

2
( 1) 1

1 1
2 1

1 1
(ln ) ( ; ,..., )

s

s

q q
r q

n s

n n f
n n




 

    





       
   

  ; 

3) в случае 
1

1 , 1,...,
'j j s

q
      и 

1
, 1,...,jr j s

q
    выполнялось условие  

 

2 1

11 1 1 1
1

1 1

1 1 1
( ) 1 ( ) 1 ( ) 1

1 1
1 1 1 1

1 1
( ; ,..., )

s

s

s s s s

s s

q q q
s s r q

n n n s

n n n f
n n



 




 
          




  

 
      
    

    . 

Доказательство. Справедливость теоремы следует из теоремы 3 и следующего неравенства [2]:  

 
1 ,...,

1

1 1
( ) ( ; ,..., )

1 1sn n q r q
s

Y f C f
n n

 
 

.  

Если функция одной переменной f  монотонно убывает, то справедлива следующая  теорема.   

Теорема 5. Пусть 11 2, 1 , 0 qq q          и пусть функция 1( )qf L I  монотонно убывает и 

неотрицательна. Тогда, для того чтобы ряд Фурье этой функции был | ; |C  -суммируем почти всюду 

на 1I , необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие  

 
1( ) 1

1

1
( ; )q

q
n

n f
n


   



   . 

Доказательство. Необходимость. Применяя неравенство Харди [12], получим  

 
1 1

1
( ) 1 ( ) 1

0
1 1

1
( ; ) ( )

q

q q qn
q

n n

n f n f x dx
n


 

     

 

 
   

 
    
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  1 1

1

2( ) ( ) 1

2
0 0

2 ( ) 2 2 (2 )
qk

qq q

k

n nq n q n

n k n n

f x dx C f


 

 

  
      

  

 
    

 
    

 
2

1

0 0 1

2 (2 ) 2 | ( ) |
n

n n n
k

n n k

C f C a f


 

      

  

 
      

 
     

  1 1 (1 ) 1

1 1 1 1

| ( ) | | ( ) | | ( ) |
n

k n n
n k n n

n a f C n n a f C n a f
  

       

   

 
    

 
    .  

Если предположить, что ряд Фурье функции 1( )qf L I  почти всюду | ; |C  -суммируем на мно-

жестве положительной меры, то в силу теоремы 1 работы [4] из предыдущего неравенства следует, 
что  

 
1( ) 1

1

1
( ; )q

q
n

n f
n


   



    

для функции 1( ),qf L I f  .   

Достаточность следует из теоремы 3 работы [13] при 1s  .  
Теорема доказана. 
Замечание 4. Теорема 5 анонсирована в [14]. 
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