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u (−1, t) = 0, u (1, t) = 0, uxx(−1, t) = 0, uxx(1, t) = 0, t ∈ [0, T ] (2)

және
u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = 0, u(x, T ) = ψ(x), x ∈ [−1, 1] (3)

бастапқы шекаралық шарттары, мұндағы Ω = {−1 < x < 1, 0 < t < T} , ϕ(x), ψ(x) жет-
кiлiктi тегiс функциялар және q(x) = q1(x) + q2(x) комплекс мәндi коэффициент[1].

Айталық D (Lq) жиыны (2) шекаралық шартты қанағаттандыратын функциялардан
тұрады y (x) ∈ C4 (−1, 1)

⋂
C3 [−1, 1]

Теорема[2]. Мына тѳмендегi шарттар орындалсын:

1. q (x) ∈ C4 [−1, 1] , φ, ψ ∈ D (Lq) , Lqφ, Lqψ ∈ D (Lq)

2.
∣∣1− cos

√
λkT

∣∣ ≥ δ0 болатындай δ0 оң саны табылады;

Онда (1)–(3) керi есебiнiң жалғыз шешiмiн келесi Фурье қатары түрiнде жазамыз:

u (x, t) = φ (x) +
∞∑
k=0

φk − ψk

1− cos
√
λkT

[
cos
√
λkt− 1

]
Xk (x)

f (x) = Lqφ (x)−
∞∑
k=0

φk − ψk

1− cos
√
λkT

λkXk (x)
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Q = {(x, t) : x > 0, t > 0} облысында келесi шеттiк есептiң шешiмiн табамыз:

ut − uxx + λIβ0xu(x, t)|x=γ(t) = f(x, t), (1)
u|x=0 = 0;u|t=0 = 0. (2)

Берiлген шеттiк есептiң шешiмiн келесi түрде жазып алуға болады:

u(x, t) = −λ
∫ t

0

∫ ∞

0

G(x, ξ, t− τ)µ(τ)dξdτ + f1(x, t), (3)

мұндағы

µ(t) = Iβ0xu(x, t)|x=γ(t), 0 < β < 1,

f1(x, t) =

∫ t

0

∫ ∞

0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξdτ.

β -реттi (мұндағы 0 < β < 1) жүктiк интеграл операторды (3) теңдеуге қолданар алдында,
келесi теңдiктi ескеремiз : ∫ ∞

0

G(x, ξ, t)dξ = erf

(
x

2
√
t

)
Солай (3) теңдеуiмiздi келесiдей жазып аламыз:

u(t, τ) = −λ
∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ(τ)dτ + f1(x, t). (4)

Кейiн бѳлшектiк интегралды есептеймiз:

Iβ0x

(∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

µ(τ)dτ

))
(x) =

1

Γ(β)

∫ x

0

(∫ t

0

erf

(
θ

2
√
t− τ

µ(τ)dτ

))
1

(x− θ)1−β
dθ =

1

Γ(β)

∫ t

0

µ(τ)

(∫ x

0

erf

(
θ

2
√
t− τ

)
(x− θ)β−1dθ

)
dτ =

1

Γ(β)

∫ t

0

µ(τ)J(t, τ, x; β)dτ,

мұндағы (1)

J(t, τ, x; β) =

∫ x

0

erf

(
θ

2
√
t− τ

)
(x− θ)β−1dθ =

xβ+1√
π(t− τ)

B(2, β)3F3

(
1,

3

2
,
1

2
;
β + 2

2
,
β + 3

2
,
3

2
;− x2

4(t− τ)

)
=

xβ+1Γ(β)√
π(t− τ)Γ(β + 2)

2F2

(
1,

1

2
,
1

2
;
β + 2

2
,
β + 3

2
;− x2

4(t− τ)

)
,
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мұнда pFq - жалпыланған гипергеометриялық тiзбек (2). x = γ(t) мәнiнде (4) теңдеудiң
бѳлшек туындысын алғаннан кейiн, есебiмiз келесi интегралдық теңдеуге келтiрiлдi:

µ(t) + λ

∫ t

0

Kβ(t, τ)µ(τ)dτ = f2(t), (5)

мұндағы

Kβ(t, τ) =
(γ(t))β+1√

π(t− τ)Γ(β + 2)
2F2

(
1

2
, 1;

β + 2

2
,
β + 3

2
;− (γ(t))2

4(t− τ)

)
(6)

f2(t) = Iβ0xf1(x, t)|x=γ(t) (7)

Мұндағы 2F2(a1, a2; b1, b2; z)- барлық шектелген z мәндерi үшiн жинақталатын жалпы-
ланған гипергеометриялық қатар. Шектiк мәндерiнде ядроның мәнiн есептейiк.
I. β = 0Шеттiк есеп (1) келесiдей жазылады:

ut − uxx+ λµ(t) = f(x, t),

u|x=0 = 0;u|t=0 = 0,

мұндағы µ(t) = I00x(u(x, t))|x=γ(t) = u(γ(t); τ).

u(x, t) = −λ
∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ(τ)dτ + f1(x, t) (8)

Есепке интеграл операторын қолданғанда I00x және x = γ(t) болғанда:

µ(t) + λ

∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ(τ)dτ = f2(t), (9)

мұндағы
f2(t) = f1(γ(t), t).

(6) теңдеуiнiң шегiн алғанда:

lim
β→0+0

Kβ(t, τ) =
γ(t)√

π(t− τ)Γ(2)
2F2

(
1,

1

2
; 1,

3

2
;− (γ(t))2

4(t− τ)

)
=

γ(t)√
π(t− τ)

1F1

(
1

2
,
3

2
;− (γ(t))2

4(t− τ)

)
мұндағы,

1F1

(
1

2
,
3

2
; z2

)
=

√
π

2z
erf(z).

Сонда,

lim
β→0+0

Kβ(t, τ) =
γ(t)√
π(t− τ)

√
π2

√
t− τ

2γ(t)
erf(

γ(t)

2
√
t− τ

) = erf

(
γ(t)

2
√
t− τ

)
.
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Сонда шыққан шегiмiз (9) шегiне сәйкес келедi.
II. β = 1. Осы жағдайда:

ut − uxx+ λµ(t) = f(x, t),

u|x=0 = 0; u|t=0 = 0,

мұндағы

µ(t) = I1ox(u(x, t))|x=γ(t) =
∫ x

0

u(θ, t)dθ|x=γ(t), (10)

u(x, t) = −λ
∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ(τ)dτ + f1(x, t). (11)

I10x интеграл операторын қолданар және x = γ(t) алмасуының алдында , (10) теңдеуiн-
дегi µ(t) интегралын есептеп аламыз:

I10x

{∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ(τ)dτ

}
=

∫ x

0

(∫ t

0

erf

(
θ

2
√
t− τ

)
µ(τ)dτ

)
dθ =

∫ t

0

µ(τ)

(∫ x

0

erf

(
θ

2
√
t− τ

)
dθ

)
dτ =

x2

2
√
π(t− τ)

2F2

(
1,

1

2
; 2,

3

2
;− x2

4(t− τ)

)

Сонда теңдеуiмiз келесi түрде жазылады:

µ(t) + λ

∫ t

0

γ2(t)

2
√
π(t− τ)

2F2

(
1,

1

2
; 2,

3

2
;− γ2(t)

4(t− τ)

)
= f2(t) (12)

(6) және (7) теңдеулерiндегi ядроның шегi (12) теңдеудiң оң жағын бередi.
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