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Отметим, что при 𝑠(𝑥) ≡ 1и 𝑟(𝑥) ≡ 0 аналогичные утверждения были получены в 

работах [1, 2] для случаев уравнения Штурма-Лиувилля и Шрёдингерас положительным 

потенциалом. А когда 𝑠(𝑥) = 𝜌(𝑥) ≡ 1, такой результат установлен в [3]. 
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1. В функциональном пространстве 𝐿2(0, 𝑇)рассмотрим оператор 𝐵, порожденный 

дифференциальным выражением  

l(w) ≡
dnw

dtn
+ p1(t)

dn−1w

dtn−1
+⋯+ pn(t)w(t), 0 < 𝑡 < 𝑇               (1) 

с регулярными краевыми условиями  

∑ [𝛼𝑘𝑗𝑤
(𝑘)(0) + 𝛽𝑘𝑗𝑤

(𝑘)(𝑇)] = 0𝑛−1
𝑘=0 ,   𝑗 = 1, 2, … , 𝑛.(2) 

где 𝑝𝑗(𝑡)𝜖 𝐶
(𝑛−𝑗)[0, 𝑇],   𝑗 = 1, 2,… , 𝑛. 

Требование I. Предположим, что область определения оператора 𝐵 задается 

регулярными в смысле Биркгофа краевыми условиями [1]. Иначе говоря, в случае нечетного 

n =  2р − 1 следующие два определителя θ0, θ1  отличны от нуля; в случае четного n =
 2р следующие два определителя θ−1, θ1 отличны от нуля. 

Сопряженный оператор 𝐵∗ задается дифференциальным выражением  

𝐵∗𝑅(𝑡)  =  𝑙+(𝑅), 0 < 𝑡 < 𝑇 

и областью определения  

𝐷(𝐵∗)  =  {𝑅 𝜖 𝑊2
𝑛[0, 𝑇] ∶  𝑉1(𝑅)  =  0, . . . , 𝑉𝑛(𝑅)  =  0}. 

В работе [1] доказано следующее утверждение.  

Теорема 1 [1].Пусть область определения оператора 𝐵 задается регулярнымив смысле 

Биркгофа краевыми условиями. Тогда область определения оператора сопряженного 

𝐵∗задается также регулярными в смысле Биркгофа краевыми условиями.  

Нам потребуется также следующее утверждение [3].  

Теорема 2 [3].Пусть оператор 𝐵 порожден регулярными в смысле Биркгофа краевыми 

условиями. Тогда система собственных и присоединенных функций оператора 𝐵 является 

полной системой в пространстве 𝐿2(0, 𝑇). 
Применяя теорему 1 и теорему 2 к сопряженному оператору 𝐵∗, можем сформулировать 

утверждение.  

 Теорема 3. Пусть выполнены требование I. Тогда система собственных и 

присоединенных функций оператора𝐵∗ полна в пространстве 𝐿2(0, 𝑇). 
2. Пусть 𝛺 ∈ ℝ2 - конечная область, ограниченная при 𝑦 > 0 кривой Ляпунова σ, 

оканчивающейся в окрестности точек 𝑂(0,0) и 𝐵(1,0) малыми дугами "нормальной кривой" 

σ0, а при 𝑦 < 0  – характеристиками 𝑂𝐶:  х −
2

3
(−y)

3

2 = 0,𝐵𝐶: х +
2

3
(−y)

3

2 = 1   уравнения  
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𝐴𝑣 =  𝑦𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)  +  𝑣𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)  =  𝑓(𝑥, 𝑦).                               (3) 

 

Задача Т. Найти в 𝛺решение уравнения (3), удовлетворяющие условию  

𝑢(𝑥, 𝑦; 𝑡)|𝜎0 = 0,      𝜎0: (𝑥 −
1

2
)2 +

4

9
𝑦3 =

1

4
  , (4) 

x5/6D0+
1/6
(𝑢(χ0(x))x

−2/3) + (1 − х)5/6D1−
1/6
(u(χ1(x))(1 − x)

−2/3) = 0,    (5) 

где    

u(χ0(x)) = u(x,− [
3x

2
]
2/3

) , 0 ≤ x ≤
1

2
, 

u(χ1(x)) = u(x,− [
3(1 − x)

2
]
2/3

) ,
1

2
≤ x ≤ 1. 

Здесь граничные условия задаются с помощью дробных производных Римана-Лиувилля [2] 

D0+
1/6
g(x) =

d

dx
∫

g(t)

(x − t)1/6

x

o

dt , 

D1−
1/6
g(x) = −

d

dx
∫

g(t)

(t − x)
1

6

1

x

dt. 

Оператор, соответствующий краевой задаче 𝑇 обозначим через 𝐴. Собственные значения 

оператора 𝐴 будем нумеровать парой целочисленных индексов ηm. Собственные 

функцииоператора 𝐴 обозначим через 𝑣𝑚(𝑥, 𝑦) соответствующих собственным значением 

ηm. 

В работе [4] доказано следующее утверждение. 

Теорема 4 [4]. Оператор 𝐴 является самосопряженным в пространстве 𝐿₂(𝛺). 
Как следствие данной теоремы 4 заключаем, что собственные функций{𝑣𝑚(𝑥, 𝑦),𝑚 =

 1, 2, . . . , } оператора𝐴 образуют полную систему функций в 𝐿₂(𝛺). 
3. Пусть -конечная область из предыдущего пункта. В области 𝑄 =  𝛺 × (0, 𝑇) 

рассмотрим уравнение 
∂nu(x,y;t)

∂tn
+∑ 𝑝𝑗(𝑡)

𝜕𝑛−𝑗𝑢(𝑥,𝑦;𝑡)

𝜕𝑡𝑛−𝑗
𝑛
𝑗=1 = y

∂2u(𝑥,y;t)

∂x2
+

∂2u(𝑥,y;t)

∂y2
+ f(𝑥, y; t), (𝑥, y) ∈ 𝛺, 0 < 𝑡 < 𝑇   (6) 

с краевыми условиями по 𝑡 

U𝑣(𝑢(𝑥, y; ∙)) = 0,        𝑣 = 1, 2, … , n, (𝑥, y) ∈ 𝛺(7) 

и с условиями по (𝑥, 𝑦) 

𝑢(𝑥, 𝑦; 𝑡)|𝜎0 = 0,      𝜎0: (𝑥 −
1

2
)2 +

4

9
𝑦3 =

1

4
,(8) 

𝑥5/6𝐷0+
5/6
(𝑢(𝜒0(𝑥); 𝑡)𝑥

−2/3) + (1 − 𝑥)5/6𝐷1−
1/6
 (𝑢(𝜒1(𝑥); 𝑡)(1 − 𝑥)

−2/3) = 0,   (9) 

где 

𝑢(𝜒0(𝑥); 𝑡) = 𝑢(𝑥, − [
3𝑥

2
]

2

3

; t) , 0 ≤ 𝑥 ≤
1

2
, 

𝑢(𝜒1(𝑥); 𝑡) = 𝑢(𝑥,− [
3(1 − 𝑥)

2
]

2

3

; t) ,
1

2
≤ 𝑥 ≤ 1, 0 < t < T. 

Операторная запись вышеприведенной задачи (6)-(9) имеет вид 

 𝐵𝑢 = 𝐴𝑢(𝑥, 𝑦; 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑦; 𝑡), (𝑥, 𝑦; 𝑡) ∈ 𝑄. (10) 

Здесь оператор 𝐵 действует по переменной 𝑡 и его свойства приведены в пункте 1. Оператор 

𝐴действует по переменным (𝑥, 𝑦) и его спектральные свойства приведены в пункте 2.  

Теорема 5. Пусть выполнено требованиеI. Тогда однородное операторное уравнение  

𝐵𝑢 =  𝐴𝑢        (11) 

имеет только тривиальное решение 𝑢 ∈  𝐷(𝐵) ∩  𝐷(А) тогда и только тогда, когда 
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𝜎(𝐵)  ∩  𝜎(𝐴) ≠ ∅ ,          (12) 

где 𝜎(𝐵)и𝜎(𝐴) - спектры операторов 𝐵 и А соответственно. 
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Пусть 𝛺̄ = [0,𝜔] × (−∞,+∞). Рассмотрим псевдопараболическое уравнение третьего 

порядка 

𝑢𝑥𝑡𝑡 = 𝑎0(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥 + 𝑎1(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 + 𝑎2(𝑥, 𝑡)𝑢 + 𝑓(𝑥, 𝑡)  (1) 

где функции 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)(𝑖 = 0,2), 𝑓(𝑥, 𝑡) предполагаются непрерывными и, вообще говоря, 

неограниченными на 𝛺. 

Через 𝐶∗(𝛺̄, 𝑅) обозначим пространство ограниченных функций, непрерывных по 𝑡 ∈
𝑅 при 𝑥 ∈ [0,𝜔] и равномерно относительно 𝑡 ∈ 𝑅 непрерывных по 𝑥 ∈ [0,𝜔]. 
Пусть  ‖𝑉(𝑥,⋅)‖1 = 𝑠𝑢𝑝

𝑡∈𝑅
‖𝑉(𝑥, 𝑡)‖, где  ‖𝑉(𝑥, 𝑡)‖ = 𝑚𝑎𝑥

𝑖=1,𝑛
|𝑉𝑖(𝑥, 𝑡)|. 

Исследуются свойства решения 𝑢(𝑥, 𝑡) уравнения (1), удовлетворяющего условиям 

𝑢(0, 𝑡) = 𝜓(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶∗(𝛺̄, 𝑅),   (2) 

Положим  𝑃𝛼,𝛽(𝑥, 𝑡) =
𝛼(𝑥,𝑡)

√𝛽(𝑥,𝑡)
, 𝜃(𝑥, 𝑡) =

1

𝑑
∫ 𝑎1(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏.
𝑡+𝑑

𝑡
 

Справедлива 

Теорема 1. Пусть функции 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)(𝑖 = 0,2) уравнения (1) непрерывны на 𝛺̄, 𝜓, 𝜓̇, 𝜓̈ 

непрерывны и ограничены на R и выполнены условия: 

a) 𝑎0(𝑥, 𝑡) ≥ 𝛾 > 0, 𝛾 - const; 

b) 
𝑎0(𝑥,𝑡)

𝑎0(𝑥,𝑡̄)
≤ 𝑐 при 𝑡, 𝑡̄ ∈ 𝑅: |𝑡 − 𝑡̄| < 𝑑, 𝑐, 𝑑 - const; 

с) для каждого 𝜀 > 0 найдется число 𝛿 > 0, такое, что для всех t из R  и 𝑥′, 𝑥″ ∈ [0,𝜔]: |𝑥′ −

𝑥″| < 𝛿 выполнено неравенство |
𝑎0(𝑥

′,𝑡)−𝑎0(𝑥
″,𝑡)

𝑎0(𝑥
″,𝑡)

| < 𝜀; 

d)𝑃𝑎1,𝑎0(𝑥, 𝑡), 𝑃𝑎2,𝑎0(𝑥, 𝑡), 𝑃𝑓,𝑎0(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶∗(𝛺, 𝑅). 

e) 𝑓(𝑥, 𝑡), √𝜃(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑡),√𝜃(𝑥, 𝑡)𝜓̇(𝑡) ∈ 𝐶∗(𝛺, 𝑅
2) 

Тогда существует единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (1), (2) и  причем 𝑢𝑥𝑡𝑡 ∈ 𝐶∗(𝛺̄, 𝑅) и 

справедлива оценка 

‖𝑢𝑥𝑡𝑡‖1 + ‖𝑎0𝑢𝑥‖1 + ‖𝑎1𝑢𝑡𝑡‖1 + ‖𝑎2𝑢‖1 ≤ 𝐶. 
Здесь С  зависит от норм функций 𝑓,𝜓, констант 𝛾, 𝑐, 𝑑, 𝜀. 
 

Работа поддержана проектом АР08856281 Комитета науки минтстерства образования и 

науки Республики Казахстан. 
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