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В докладе рассматриваются вопросы существования полиномиально вычислимых 

представлений для базовых синтаксических конструкций логики предикатов первого 

порядка (ИП), а также для объектов семантического программирования (СП). Было показано, 

что для множества доказательств (как линейных, так и в виде дерева) в ИП, а также для 

множества L-формул и L-программ в СП существуют полиномиально вычислимые 

представления. Данные результаты могут быть полезны в высокоуровневых языках 

программирования, в искусственном интеллекте и робототехнике.  Там, где требуется 

быстрый и четкий программный ответ на входящие данные. 
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Пусть группа   

 

𝐴 = {𝐴𝑖|𝐴𝑖 ≤ 〈𝑄, + , 0  〉, 𝑖 ∈ 𝜔  },       (1) 

 

где 〈𝑄,+ , 0  〉 - аддитивная группа множества всех рациональных чисел. Для любого 

элемента  𝑎 ∈  𝐴 ∖ {0}введем следующие множества простых чисел, положив: 

 

𝑃<𝜔(𝑎) ⇋ {𝑝  | 𝐴 ⊨ ∃n(𝑝)∃𝑎𝑝,𝑛(𝑝) ((𝑝
𝑛(𝑝)𝑎𝑝,𝑛(𝑝) = 𝑎)   ∀ 𝑥 (𝑝𝑛(𝑝)+1 𝑥 ≠ 𝑎))},    (2) 

 

𝑃𝜔(𝑎) = {𝑝 | 𝐴 ⊨ ∀ 𝑛 ∃𝑎𝑝,𝑛(𝑝
𝑛𝑎𝑝,𝑛 = 𝑎)}.                                (3) 

 

Пусть для любого элемента𝑎𝑖𝐴𝑖 ∖ {𝑜} справедливы следующие условия: 

 𝑎1 )  множество Р<𝜔 (𝑎𝑖)  конечно;                     (4) 

𝑎2 ) существует натуральное число 𝑁 такое, что справедливы:                 
𝑎21) мощность множества Р𝜔 (𝑎𝑖)более N,      (5) 
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𝑎22 ) для любых i, j, i≠ 𝑗 мощность множества  Р𝜔 (𝑎𝑖) ∩ Р𝜔 (𝑎𝑗)                  (6) 

не более N, где 𝑎𝑖𝐴𝑖 ∖ {𝑜}, 𝑎𝑗𝐴 𝑗 ∖ {𝑜}. 

Тогда группу A   назовем  〈𝑃𝜔 , 𝑁〉  - разложимой. 

Пусть на множестве 𝜔 = {0,1,2,… } определен предикат  𝐷(𝑖, 𝑝, 𝑛, 𝑥), i, n, x, pP, где P 

– множество всех простых чисел, удовлетворяющее следующим условиям: 

1. ∀𝑖 ∀𝑝 ∀𝑛 ∀𝑥0∀𝑥, ((𝐷(𝑖, 𝑝, 𝑛, 𝑥0)𝐷(𝑖, 𝑝, 𝑛, 𝑥1))𝑥0 = 𝑥1).                                   (7) 

2. ∀𝑖 ∀𝑝 ∀𝑛 ∀𝑚 ∃𝑥𝑖,𝑝,𝑛 ((𝐷(𝑖, 𝑝, 𝑛, 𝑥𝑖,𝑝,𝑛)𝑚𝑛) ∃𝑥𝑖,𝑝,𝑚(𝑖,𝑝)𝐷(𝑖, 𝑝,𝑚, 𝑥𝑖,𝑝,𝑚(𝑖.𝑝))).   (8)  

 

Введем следующие множества, положив: 

𝑃𝜔(𝑖) ⇋ {𝑃  |  ∀𝑛 ∃ 𝑥𝑖,𝑝,𝑛 𝐷(𝑖, 𝑝, 𝑛, 𝑥𝑖,𝑝,𝑛)},                                       (9) 

𝑃<𝜔(𝑖) ⇋ {p |  ∃n(i, p) ∃ x_(i, p, n(i, p) )   (n_(i, p) ≥ 

0   D(i, p, n(i, p, n(i, p)), x_(i, p, n(i, p) ) )  ∀x¬D(i, p, n(i, p) + 1, x))  }.            (10) 

 

Пусть для этих множеств справедливы следующе условия: 

𝛼1) для любого 𝑖 ∈ 𝜔множества Р<𝜔 (𝑖) конечно; 

𝛼2) существует такое число N, что справедливы: 

𝛼21) для любых i, j ∈ 𝜔, 𝑖 ≠ 𝑗 мощность множества Р𝜔 (𝑖) ∩ Р𝜔 (𝑗)не более N; 

𝛼22) для любого числа i ∈ 𝜔  мощность множества Р𝜔 (𝑖) более числа N. 

Тогда предикат D назовем𝑝𝜔 , 𝑁 - предикатом. 

По 𝑝𝜔 , 𝑁 - предикату 𝐷(𝑖, 𝑝, 𝑛, 𝑥) определим следующие группы, положив 

: 

𝐵𝑖,𝑝 ⇋ 𝑞𝑟 〈{
𝑖

𝑝𝑛  | ∃𝑥 D(i, p, n, x), 𝑛, 𝑥 ∈ 𝜔} , + , 0 〉,                                    (11) 

𝐵𝑖 ⇋ 𝑞𝑟{𝐵𝑖,𝑝 | 𝑝 ∈ 𝑃}.            (12) 

Лемма 1. Пусть группа A, определенная равенством (1),  Р𝜔 , 𝑁   разложима. Тогда для 

любого i существует такой элемент 𝑎𝑖,𝜔 , что для любого простого числа pP справедлива 

эквивалентность: 

 

𝑝 ∈ 𝑃𝜔(𝑎𝑖) ⟺ ∃𝑥(𝑝𝑥 = 𝑎𝑖,𝜔),                                                   (13) 

 

где множество Р𝜔 (𝑎𝑖) определено равенством (3). 

Доказательство. Пусть группа А, определенная равенством (1), 𝑝𝜔 , 𝑁разложима. 

Тогда для элемента 𝑎𝑖𝐴𝑖 ∖  {𝑜}  множество  Р<𝜔 (𝑎𝑖) определено равенством (2), конечно. 

Пусть 

 

𝑃<𝜔(𝑎𝑖) = {𝑝(𝑖, 0),… , 𝑝(𝑖, 𝑚(𝑖) − 1)},                                               (14) 

 

где  𝑝(𝑖, 𝑗)- простые числа, 𝑗 < 𝑚(𝑖). Отсюда и формулы (2) следует, что для любого 𝑘 <
𝑚(𝑖)существует число  n(i, p(i,k)) такое, что истинна формула 

 

(∃x( i, p(i, k), n(i, p(i, k)))(p(i, k)n(i,p(i,k)x(i, p(i, k), n(i, p(i, k)))) =

 ai  ∀x¬(p(i, k)n(i,p(i,k)+1x = ai))                                         (15) 

 

Отсюда и из (14) следует, что для любого 𝑘 < 𝑚(𝑖)существует элемент 

 

𝑎𝑖,𝑝(𝑖,𝑘)𝑛(𝑖,𝑝(𝑖,𝑘)) =
𝑎𝑖

𝑝(𝑖,𝑘)𝑛(𝑖,𝑝(𝑖,𝑘))                                    (16) 

 

и не существует элемент x такой, что  
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𝑝(𝑖, 𝑘)𝑛(𝑖,𝑝(𝑖,𝑘))+1𝑥 = 𝑎𝑖                                                                (17) 

Пусть 

 

r(𝑖) = 𝑝(𝑖, 0)𝑛(𝑖,𝑝(𝑖,0)) …𝑝(𝑖, 𝑚(𝑖) − 1)𝑛(𝑖,𝑝(𝑖,𝑚(𝑖)−1)).                                (18) 

 

Отсюда и взаимной простоты чисел множества 𝑃<𝜔(𝑎𝑖), определенного равенством (14), 

следует, что существует элемент  

 

𝑎𝑖,𝜔 =
𝑎𝑖

𝑟(𝑖)
            (19) 

подгруппы 𝐴𝑖.  Тогда для любого простого числа  p  справедлива эквивалентность (13). 

Лемма доказана. 

Следствие 1. Пусть для элемента 𝑎𝑖𝐴𝑖 ∖ {𝑜}  и множества 𝑃𝜔(𝑎𝑖), определенное 

равенством (3), где      𝑎 = 𝑎𝑖 ,  справедливо равенство 

 

𝑃𝜔(𝑎𝑖) = ∅. 
 

Тогда группа 𝐴𝑖  изоморфна циклической группе, порожденной элементом 

𝑎𝑖,𝜔 , определенное равенством  (19). 

По  𝑝𝜔 , 𝑁 - предикату  𝐷(𝑖, 𝑝, 𝑛, 𝑥), определенный условиями  𝛼1), 𝛼2), введем 

следующие множества и группы, положив: 

 

𝑃𝜔(𝑖) = {𝑝  |  ∀𝑛 ∃𝑥𝑖,𝑝,𝑛𝐷(𝑖, 𝑝, 𝑛, 𝑥𝑖,𝑝,𝑛)},                                                     (20) 

𝐴𝑖(≤ 𝑁) = 𝑞𝑟 {
𝑖

𝑝𝑛  |  𝑝 ∈ 𝑃𝜔(𝑖),   ⌈𝑃𝜔(𝑖)⌉ ≤ 𝑁},                                (21) 

𝐴𝑖(> 𝑁) = 𝑞𝑟 {
𝑖

𝑝𝑛  | 𝑝 ∈ 𝑃𝜔(𝑖),   ⌈𝑃𝜔(𝑖)⌉ > 𝑁},                                 (22) 

  𝐴(≤ 𝑁) ⇋⊕ {𝐴𝑖(≤ 𝑁) | 𝑖 ∈ 𝜔},                                                        (23) 

𝐴(> 𝑁) ⇋⊕ {𝐴𝑖(> 𝑁) | 𝑖 ∈ 𝜔} .                                                        (24) 

 

Теорема 1. Пусть абелева группа A, определенная равенством (1), 𝑝𝜔 , 𝑁  - разложима.  

Тогда она вычислима, если и только если существует   вычислимый  𝑝𝜔 , 𝑁  - предикат 

D(i,p,n,x) такой, что группа А изоморфна группе А(> 𝑁), определенной равенствами  (20), 

(22), (24), где 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑖, 𝑛, 𝑥 ∈ 𝜔, 𝑃 – множество всех простых чисел, 𝜔 − множество всех 

натуральных чисел. 

Из теоремы 1, где группа 𝐴 = ⊕ {𝐴𝑝(𝑖)  | 𝑖 ∈ 𝜔} и  𝐴𝑝(𝑖) – аддитивная группа 

рациональных чисел, знаменателями которых являются степенями некоторого простого 

числа  𝑝(𝑖), и N=1, следует теорема, доказанная в [3]. 
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