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Числа  ,...3,2,1,0  ninn 
 

являются собственными значениями, при этом 
tin

n eCyC  0

0
,0

 

- собственными функциями  «невозмущённого» оператора 0L , которая 

образует полную ортонормированную систему и базис Рисса в  1,12 L . 

Лемма 2. Система собственных функций 
    ttin

nn eeCvy   11

 спектральных задач (1)-

(2) и (3)-(4) при 0,  Cn  одновременно обладают свойством базисности Рисса в 

 1,12 L , но не является ортонормированным. 

Теорема 2. Пусть  в краевом условии (4) отсутствует спектральный параметр   и 

подынтегральная функция  t -непрерывная,     111  . Тогда все собственные 

значений оператора *

1L  будет сосредоточены в некоторой вертикальной полосе 
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при некотором k , ,r

 
 которое  расширяется в зависимости от 

свойств  
 
- модуля непрерывности  t , образует счётное множество и справедлива 

асимптотическая формула 









n
nOnin

1
 , при  n . 
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𝐺 = {𝑥, 𝑡|0 < 𝑥 < 𝛾(𝑡), 𝑡 > 0} облысында келесі шекаралық есепті қарастырамыз: 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝑓(𝑥, 𝑡),    {0 < 𝑥 < 𝛾(𝑡), 𝑡 > 0} (1) 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 𝑢0(𝑡),    
𝑑𝑢̃(𝑡)

𝑑𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|
𝑥=𝛾(𝑡)

= 𝑢1(𝑡), (2) 

мұнда 𝑢̃(𝑡) = 𝑢(𝛾(𝑡), 𝑡),    𝛾(0) = 0, ал 𝛾(𝑡) = [𝑡(1 + 𝛼0(𝑡))]
𝜔,      𝜔 >

1

2
 

𝛾(𝑡): (0,∞) → (0,∞) функциясы келесі шарттарды қанағаттандырады: 

1. 𝑡 → 0 және 𝑡 → ∞ 𝛾(𝑡) функциясының асимптотикасының бейнесі 𝑡𝜔, мұнда 𝜔 >
1

2
 

2. қандайда бір 𝑡1
∗ уақыт мезетінен бастап 𝑡2

∗ уақыт мезетіне дейін 𝛾(𝑡) функциясы еркін, 

қатаң бірсарынды және өзара бірмәнді, яғни кері түрлендіруі 𝛾−1(𝑡) бар. 

Шешімінің және берілген функцияларының класын келесі түрде енгіземіз:  

(𝑥 + [𝛾(𝑡)]
3

2𝜔
−1)−1𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(𝐺),   яғни  𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(𝐺; (𝑥 + [𝛾(𝑡)]3/2𝜔−1)−1), 

𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊∞
1,0 (𝐺; [𝛾(𝑡)]3/2𝜔−1exp {[𝛾(𝑡)]

2𝜔−1

𝜔 /(4𝑎2)}) ; 
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𝑢0(𝑡) ∈ 𝐿∞(𝑅+; [𝛾(𝑡)]−(3/2𝜔−1));    𝑢1(𝑡) ∈ 𝐿∞(𝑅+; [𝛾(𝑡)]3/2𝜔−1). 
 

(1)-(2) шекаралық есепті шешу барысында есеп келесі интегралдық теңдеуге келтіріледі:  

𝜑(𝑡) + ∫

𝑡

0

𝐾𝛾(𝑡, 𝜏)𝜑(𝜏)𝑑𝜏 = 𝐹(𝑡). (3) 

 

(3) интегралдық теңдеуінің шешімін, келесі функциялар классында іздейміз:  

 𝜑(𝑡) ∈ 𝐿∞ (0,∞;  [𝛾(𝑡)]
3

2𝜔
−1). 

Ал, 𝐾𝛾(𝑡, 𝜏) ядросы келесі қасиеттерге ие: 

1) 𝐾𝛾(𝑡, 𝜏) үзіліссіз 0 < 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ ∞; 

2) lim
𝑡→𝑡0

∫
𝑡

0
𝐾𝛾(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = 0,    𝑡0 ≥ 𝜀 > 0; 

3) lim
𝑡→0+

∫
𝑡

0
𝐾𝛾(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = 1. 

(3) интегралдық теңдеуінің ерекшелігі 𝐾𝛾(𝑡, 𝜏) ядросының 3 қасиетінде. Бұдан 𝐾𝛾(𝑡, 𝜏) 

ядросымен анықталған интегралдық оператордың нормасы бірге тең екендігі шығады. Ал 

бұл жайт, берілген теңдеудің шешімі бар және жалғыз болатын классикалық екінші текті 

Вольтерра теңдеуінен түбегейлі өзгеше екенін көрсетеді. 

(3) интегралдық теңдеуді шешу үшін, сәйкес сипаттамалық интегралдық теңдеуін 

құрастырайық. 

𝜑(𝑡) + ∫

𝑡

0

[
𝛾(𝑡)

𝛾(𝜏)
]

3

2𝜔
−1

𝐾ℎ(𝑡, 𝜏)𝜑(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑔(𝑡), (4) 

мұнда  

𝐾ℎ(𝑡, 𝜏) = ∑

4

𝑖=1

𝐾ℎ
(𝑖)(𝑡, 𝜏), 

(4) интегралдық теңдеуінің ядросы 𝐾𝛾(𝑡, 𝜏) ядросының 3 қасиетіне ұқсас қасиетке ие. 

(4) сипаттамалық теңдеудіңің шешімі келесі түрде табылады: 

𝜑(𝑡) = 𝑔(𝑡) + ∫

𝑡

0

(
𝑡

𝜏
)

3

2𝜔
−1

𝑅ℎ(𝑡, 𝜏)𝑔(𝑡)𝑑𝜏 + 𝐶𝜑hom ((2𝜔 − 1)(2𝜔 − 1)[𝛾(𝜏)]
2𝜔−1

𝜔 ), 

Мұнда, 𝑅ℎ(𝑡, 𝜏) резольвентасы үшін келесі бағалау дұрыс: 

𝑅ℎ(𝑡, 𝜏) ≤ 𝐶1(𝜔) ⋅
[𝛾(𝑡)]

5𝜔−3

𝜔 {[𝛾(𝜏)]
1

𝜔}
′

([𝛾(𝑡)]
2𝜔−1

𝜔 − [𝛾(𝜏)]
2𝜔−1

𝜔 )

3

2

× 𝑒

−
(2𝜔−1)[𝛾(𝑡)]

2𝜔−1
𝜔 ⋅[𝛾(𝜏)]

2𝜔−1
𝜔

𝑎2([𝛾(𝑡)]
2𝜔−1

𝜔 −[𝛾(𝜏)]
2𝜔−1

𝜔 )

 (5) 

 

Теорема 1.2.2 (4) интегралдық теңдеуінің кез келген 𝑔(𝑡) ∈ 𝐿∞ (𝑅;   [𝛾(𝑡)]
3−2𝜔

2𝜔 ) оң жағы 

үшін шешімі бар 𝜑(𝑡) ∈ 𝐿∞ (𝑅;   [𝛾(𝑡)]
3−2𝜔

2𝜔 ): 

𝜑(𝑡) = 𝑔(𝑡) + ∫

𝑡

0

(
𝛾(𝑡)

𝛾(𝜏)
)

3

2𝜔
−1

𝑅ℎ(𝑡, 𝜏)𝑔(𝑡)𝑑𝜏 + 𝐶 ⋅ 𝜑hom((2𝜔 − 1)𝑡2𝜔−1), 

мұнда 𝜑ℎ𝑜𝑚(𝑡) біртекті теңдеудің шешімі, ал 𝑅ℎ(𝑡, 𝜏) резольвента үшін (5) бағалауы 

орынды. 
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На отрезке[−𝜏, 𝑇] рассматривается задача для линейной системы дифференциальных 

уравнений с запаздыванием[1] 

 
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏) + 𝑓(𝑡), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 , 𝑡 ∈ (0, 𝑇), 𝜏 > 0,    (1) 

 𝑥(𝑡) = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑥(0)] ⋅ 𝜑(𝑡),     𝑡 ∈ [−𝜏, 0],      (2) 

с существенно нелинейными двухточечными краевыми условиями 

 𝑔(𝑥(0), 𝑥(𝑇)) = 0.       (3) 

Здесь(𝑛 × 𝑛)-матрицы𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), и вектор-функция𝑓(𝑡) непрерывны 

на[0, 𝑇], 𝜑: [−𝜏, 0] → 𝑅𝑛 - непрерывно дифференцируемая вектор-функция такая, что𝜑𝑖(0) =
1, 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅, 𝜏 - постоянное запаздывание,‖𝐴(𝑡)‖ ≤ 𝛼, ‖𝐵(𝑡)‖ ≤ 𝛽, где𝛼, 𝛽 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Решением краевой задачи (1)-(3) является непрерывная на , непрерывно 

дифференцируемая на(0, 𝑇) вектор-функция𝑥∗(𝑡), удовлетворяющая уравнению (1) и 

условиям (2), (3). 

Задача с запаздыванием (5)-(7) исследуется методом параметризации. Предложена одна 

модификация метода параметризации, где на каждом шаге решается система нелинейных 

уравнений, а также решаются задачи Коши для дифференциальных уравнений без 

запаздывания. Установлены достаточные условия существования изолированного решения 

задачи (1)-(3). 
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Казахстан (грант AP 08855726) 
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На отрезке[−𝜏, 𝑇] рассматривается линейная краевая задача для дифференциального 

уравнениявторого порядка с запаздыванием 
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