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Теория уравнений Буссинеска и его модификаций всегда привлекает внимание  

математиков. Уравнение Буссинеска, а также их модификации занимают важное место при 

описании движения жидкости и газа, в том числе, в теории нестационарной фильтрации в 

пористых средах [1]–[7]. В последние годы граничные задачи для этих уравнений активно 

исследуются [8]–[14]. 

 В работе изучается начально-граничная задача для двумерного уравнения типа 

Буссинеска в области, представляющей собой конус. Для применения методов, связанных с 

теорией монотонных операторов, конус преобразовывается в цилиндрическую область. 

Однако при этом оператор задачи теряет свойство монотонности. Комбинируя методы 

теории монотонных операторов и априорных оценок, в соболевских классах 

устанавливаются теорема об однозначной слабой разрешимости изучаемой начально-

граничной задачи, а также теорема о повышении гладкости слабого решения. 

Постановка начально-граничной задачи и основной результат. 

Пусть 𝑥 = {𝑥1, 𝑥2} и 𝑄𝑥𝑡 = {𝑥, 𝑡:  |𝑥| = √𝑥1
2 + 𝑥2

2 < 𝜑(𝑡), 0 < 𝑡0 < 𝑡 < 𝑇 < ∞ }-

криволинейный усеченный конус, где 𝜑(𝑡 0) >  0, 𝜑′(𝑡)  ≥  0.  Ω𝑡  =  {|𝑥|  <  𝜑(𝑡)} -сечение 

области 𝑄𝑥𝑡 для фиксированного 𝑡 ∈  (𝑡0 , 𝑇) . 𝛴𝑥,𝑡  =  𝜕Ω𝑡  ×  (𝑡0, 𝑇) -боковая поверхность 

конуса, где 𝜕Ω𝑡  - граница области Ω𝑡. В области, представляющей собой криволинейный 

конус, рассматривается начально-граничная задача для уравнения типа Буссинеска 

 

𝜕𝑡𝑢 − ∑ 𝜕𝑥𝑖

2
𝑖=1 (|𝑢|𝜕𝑥𝑖

𝑢) = 𝑓 ,   {𝑥, 𝑡} ∈ 𝑄𝑥𝑡  ,    (1) 

с граничными 

𝑢 = 0,    {𝑥, 𝑡}  ∈ 𝛴𝑥𝑡 = 𝜕Ω𝑡 × (𝑡0, 𝑇),     (2) 

и начальными условиями 

𝑢 = 𝑢0 ,    𝑥 ∈ Ω𝑡0 = {|𝑥| <  𝑡0},     (3) 

 

где 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥)– заданные функции. 

 

Установлены следующие теоремы. 

Теорема 1 (Основной результат). Пусть 

𝑓 ∈ 𝐿3
2⁄
((𝑡0, 𝑇);𝑊3

2⁄
−1(Ω𝑡)) , 𝑢0 ∈ 𝐻−1 (Ω𝑡0

).   

Тогда начально-граничная задача (1)–(3) имеет единственное решение 

 

𝑢 ∈ 𝐿3((𝑡0, 𝑇); 𝐿3(Ω𝑡)) ∩ 𝐿∞((𝑡0, 𝑇);𝐻−1(Ω𝑡)). 
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Теорема 2 (О гладкости). Пусть  

𝑓 ∈ 𝐿3
2⁄
((𝑡0, 𝑇); 𝐿3

2⁄
(Ω𝑡)) , 𝑢0 ∈ 𝐿2(Ω𝑡0

).   

Тогда начально-граничная задача (1)–(3) имеет единственное решение  

 

𝑢 ∈ 𝐿∞((𝑡0, 𝑇); 𝐿2(Ω𝑡)), 
 

|𝑢|1 2⁄ 𝑢 ∈ 𝐿2((𝑡0, 𝑇);𝐻0
1(𝛺𝑡)), 

𝜕𝑡𝑢 ∈ 𝐿3 2⁄ ((𝑡0, 𝑇); 𝑊3 2⁄
−1 (Ω𝑡)). 

 

Для доказательства Теорем 1,2 рассматривается вспомогательная начально-граничная 

задача. Для этой цели от переменных {𝑥, 𝑡} перейдем к переменным {𝑦, 𝑡} по формулам 𝑥𝑖 =
𝑦𝑖 · 𝜑(𝑡), 𝑡 =  𝑡 и преобразуем криволинейный конус 𝑄𝑥𝑡 в цилиндрическую область  𝑄𝑦𝑡 =

 Ω × (𝑡0, 𝑇),   Ω = {0 ≤  |𝑦|  <  1}, где 𝛴𝑦𝑡 =  𝜕Ω × (𝑡0, 𝑇). Это преобразование является 

взаимно-однозначным. Введем обозначения 𝑢(𝑥𝑖, 𝑡) = 𝑢(𝑦𝑖 · 𝜑(𝑡), 𝑡) =  𝑤(𝑦𝑖 , 𝑡) =

 𝑤 (
𝑥 𝑖

𝜑(𝑡)
 , 𝑡) , 𝑤0(𝑦) = 𝑢0(𝑦 ∙ 𝜑(𝑡0), 𝑡0) и  𝑔(𝑦, 𝑡)  =  𝑓(𝑦 · 𝜑(𝑡), 𝑡) . 

 

Вспомогательная начально-граничная задача для задачи (1)–(3) записывается в следующем 

виде: 

𝜕𝑡𝑤 − ∑
1

[𝜑(𝑡)]2
𝜕𝑦𝑖

2
𝑖=1 (|𝑢|𝜕𝑦𝑖

𝑢) − ∑ 𝑦𝑖
𝜑′(𝑡)

𝜑(𝑡)
2
𝑖=1 𝜕𝑦𝑖

𝑤 = 𝑔(𝑦, 𝑡) ,   {𝑦, 𝑡} ∈ 𝑄𝑦𝑡   , 

 

𝑤 = 0,       {𝑦, 𝑡}  ∈ 𝛴𝑦𝑡  , 

𝑤 = 𝑤0, 𝑦 ∈  Ω, 
 

где  𝑔 ∈ 𝐿 3 2⁄
((0, 𝑇);𝑊 3

2⁄
−1  (Ω)),  𝑤0 ∈  𝐻−1(Ω). 
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В области 𝑄𝑥𝑡 = {𝑥, 𝑡| 0 < 𝑥 < 𝑡, 𝑡0 < 𝑡 < 𝑇 < ∞, 𝑡0 > 0}, где 𝑡 = {0 < 𝑥 < 𝑡, 𝑡0 >
0}сечение области 𝑄𝑥𝑡 для фиксированного значения временной переменной 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇), 
исследуется коэффициентная обратная задача для уравнения Бюргерса: найти пару функций 
{𝑢(𝑥, 𝑡),(𝑡)}из условий 

𝜕𝑡𝑢 + 𝑢𝜕𝑥𝑢 − 𝜈𝜕𝑥
2𝑢 =  (𝑡)𝑓(𝑥),        (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑥𝑡,                                      (1) 

𝜕𝑥
𝑗
𝑢(0, 𝑡) = 𝜕𝑥

𝑗
𝑢(𝑡, 𝑡),    𝑗 = 0,1,        𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇),                                          (2) 

                                                                   𝑢(𝑥, 𝑡0) = 0,    𝑥 ∈ (0, 𝑡0),                                                            (3) 

∫𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝑡

0

= 𝐸(𝑡),    𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇],                                                 (4) 

где заданная постоянная 𝜈 и функции 𝑓(𝑥),𝐸(𝑡) удовлетворяют условиям 

{
𝜈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,   𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 𝑡),   𝑓(̅𝑡) ≡ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

0

≠ 0,   ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇],

𝐸(𝑡) ∈ 𝑊1,∞(𝑡0, 𝑇).                                                                                                

                                    (5) 

Отметим, что из (5) следует: 𝑓(̅𝑡) ∈ 𝐿∞(𝑡0, 𝑇). 
Теорема. Пусть выполнены условия (5). Тогда обратная задача (1) –(4) имеет 

единственное решение  

𝑢 ∈ 𝐻𝑝𝑒𝑟
2,1 (𝑄𝑥𝑡) ≡ {𝐿2 (𝑡0, 𝑇;𝐻𝑝𝑒𝑟

2 (0, 𝑡)) ∩ 𝐻1(𝑡0, 𝑇; 𝐿2(0, 𝑡))} , (𝑡) ∈ 𝐿∞(𝑡0, 𝑇). 
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