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О почти бинарных слабо циклически минимальных структурах 

В статье исследованы счетно-категоричные слабо циклически минимальные структуры, не являющие-
ся 1-транзитивными. Доказана теорема о свойствах счетно-категоричных не-1-транзитивных почти 
бинарных слабо циклически минимальных теорий ранга выпуклости 1. 

Ключевые слова: циклически упорядоченная структура, слабая циклическая минимальность, счетная 
категоричность, ранг выпуклости. 

 
Пусть M = M, =, < — линейный порядок. Если мы соединим два конца линейно упорядоченно-

го множества M (возможно, это –  и + ), то получим циклический порядок. 
Более формально, циклический порядок описывается тернарным отношением K, которое удовле-

творяет следующим условиям: 
(co1)  x  y  z (K(x, y, z)  K(y, z, x)); 

(co2)  x  y  z (K(x, y, z)  K(y, x, z)  x = y  y = z  z = x); 
(co3)  x  y  z (K(x, y, z)   t [K(x, y, t)  K(t, y, z)]); 

(co4)  x  y  z (K(x, y, z)  K(y, x, z)). 
Следующая теорема связывает линейные и циклические порядки. 
Теорема 1 ([1], теорема 11.9). Если  M,  — линейный порядок, K — тернарное отношение, по-

лучаемое из , по правилу K(x, y, z):  (x  y  z)  (z  x  y)  (y  z  x), то K — отношение цикли-
ческого порядка на M. 

Обратно, если N, K — циклический порядок,   N, то отношение , определяемое на M := N \ 
{}, по правилу y  z:  K(, y, z), является линейным порядком. 

Более того, если мы расширим это отношение порядка на N по правилу    для всех   M, то 
получаемое отношение циклического порядка является исходным циклическим порядком K. 

Обозначение 2.  
(1) Пусть M = M, =, <, … — линейно упорядоченная структура. Через c(M) будем обозначать 

структуру M* = M, =, K3, …, в которой линейный порядок < заменяется тернарным отношением K3 
следующим образом: для любых  элементов a, b, c  M  K(a, b, c)  a  b  c  b  c  a  c  a  b. 

(2) K0(x, y, z):= K(x, y, z)  y  x  y  z  x  z. 
(3) K(u1, …, un) обозначает формулу, говорящую, что все подкортежи кортежа u1, …, un (в воз-

растающем порядке) удовлетворяют K; аналогичные обозначения и для K0. 
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(4) Пусть A, B, C — попарно непересекающиеся выпуклые подмножества циклически упорядочен-
ной структуры M. Будем писать K(A, B, C), если для любых a, b, c  M всякий раз, когда a  A, b  B, 
c  C, мы имеем K(a, b, c). Мы расширяем данное обозначение естественным образом, например, 
употребляя следующую запись K0(A, b, C, D). 

Пусть I  M, где M — циклически упорядоченная структура. Множество I называется откры-
тым интервалом, если I = {cM: M  K0(a, c, b)} для некоторых a, b  M. 

Если I — открытый интервал, то иногда мы будем писать I = (a, b), если желаем указать конце-
вые точки  I. Аналогично мы можем определить  замкнутые, полуоткрытые-полузамкнутые и т.п. 
интервалы в M. Под  интервалом в M мы будем понимать любой из названных выше типов интерва-
лов в M. 

Следующее понятие было впервые введено Д. Макферсоном и Ч. Стейнхорном в [2]. Они описа-
ли циклически упорядоченные группы, которые являются циклически минимальными. 

Определение 3 [2]. Циклически упорядоченная структура M =  M, =, K3, … называется  цикли-
чески минимальной, если любое определимое (с параметрами) подмножество структуры M является 
объединением конечного числа интервалов и точек в M. 

Пример 4. Пусть G = {z  C | |z| = 1}, где C — множество комплексных чисел. Рассмотрим 
структуру G = G, =, *, K3, где * — бинарная операция, являющаяся умножением на комплексных 
числах. 

Очевидно, что G, * — группа. Нетрудно доказать, что G является циклически минимальной. 
Пусть A  M, где M — циклически упорядоченная структура. Множество A называется выпуклым, 

если для любых a, b  A имеет место следующее: для любого c M такого, что K(a, c, b), мы имеем, 
что c  A, или для любого c  M такого, что K(b, c, a), мы имеем c  A. 

Очевидно, что как интервал, так и точка являются выпуклыми множествами. 
По аналогии с линейным случаем было введено следующее понятие. 
Определение 5 [3]. Циклически упорядоченная структура M = M, =, K3, … называется  слабо 

циклически минимальной, если любое определимое (с параметрами) подмножество структуры M яв-
ляется объединением конечного числа выпуклых множеств. 

Пример 6. Пусть M = c( + * + Q +  + * + Q), K, где  — упорядочение натуральных чи-
сел; * — обратный порядок на натуральных числах и Q — упорядочение рациональных чисел. 
Тогда M является слабо циклически минимальной структурой. Обозначим первые элементы копий 
 + *  через a и c, а последние элементы — через b и d. Рассмотрим следующую формулу: 

φ(x):=  y  z [K0(y, x, z)    t1  t2 (K0(y, t1, x)  K0(x, t2, z))]. 
Тогда φ(M) ={x  M | M |= K0(b, x, c)  K0(d, x, a)}, причем φ(M) является множеством реализаций 
полного типа, но оно не является выпуклым; это невозможно в о-минимальных (или слабо                 
о-минимальных) структурах. 

Определение 7 [3]. Пусть M — циклически упорядоченная структура. 
(i) Пусть p  S1(). Будем говорить, что p является n-выпуклым, если для любого элементарного 

расширения N структуры M p(N) является непересекающимся объединением  n максимальных выпук-
лых множеств (которые называются выпуклыми компонентами множества p(N)). Будем говорить, что 
p является выпуклым, если p является 1-выпуклым. В противном случае будем говорить, что p — не-
выпуклый. 

(ii) Будем говорить, что M является n-выпуклой, если каждый тип p  S1() является n-
выпуклым, и мы говорим, что Th(M) является n-выпуклой, если это имеет место для всех N  M. 

(iii) Пусть φ(x) – -определимая формула. Будем говорить, что φ(x) является  выпуклой, если 
φ(M) выпукло. Будем говорить, что невыпуклая формула φ(x) является n-выпуклой (где n  2), если n 
— наименьшее число, такое, что φ(M) является непересекающимся объединением  n выпуклых под-
множеств структуры M. 

Ранее была доказана следующая теорема. 
Теорема 8 [3]. Пусть M — слабо циклически минимальная структура. Тогда существует n <  та-

кой, что M – n-выпуклая. 
В качестве следствия мы получаем, в частности, что если M — слабо циклическая минимальная 

структура и p  S1(), то p(M) является объединением конечного числа выпуклых множеств. 
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Напомним, что циклически упорядоченная структура M  является k -транзитивной, если для 
любых различных 1 2, ,..., ka a a M  и различных 1 2, ,..., kb b b M  существует ( )g Aut M  такой, что 

1 1 2 2( ) , ( ) ,..., ( )k kg a b g a b g a b   . В [3–5] были исследованы счетно-категоричные 1-транзитивные 
слабо циклически минимальные структуры и получено их описание с точностью до бинарности. 
Здесь мы исследуем счетно-категоричные слабо циклически минимальные структуры, не являющиеся 
1-транзитивными.  Также вспомним, что полная теория T  является бинарной, если любая формула 
эквивалентна булевой комбинации формул, самое большее от двух свободных переменных. В [6] бы-
ли описаны счетно-категоричные слабо о-минимальные бинарные теории ранга выпуклости 1, а в [7] 
установлена бинарность счетно-категоричных слабо о-минимальных теорий ранга выпуклости 1. 
Также отметим, что в [8] был получен критерий бинарности счетно-категоричных слабо о-
минимальных теорий.  

Заметим, что не существует бинарной слабо циклически минимальной структуры, поскольку 
циклический порядок определяется тернарным отношением. Будем говорить, что слабо циклически 
минимальная теория T  является почти бинарной, если любая формула эквивалентна булевой комби-
нации формул, самое большее от двух свободных переменных, и формулы ( , , ),K x y z  выражающей 
отношение циклического порядка.  

В [9] были исследованы свойства бинарных формул в слабо о-минимальных структурах. И нако-
нец, в [10] доказана теорема, описывающая поведение бинарных формул, действующих во множестве 
реализаций неалгебраического 1-типа (так называемых p -стабильных выпуклых вправо формул). В 
настоящей работе мы даем полное описание счетно-категоричных не-1-транзитивных n-выпуклых 
почти бинарных слабо циклически минимальных теорий ранга выпуклости 1.  

Сечением в циклически упорядоченной структуре M  называется максимальное непротиворечи-
вое множество формул над M  вида ( , , ),K a x b  где , .a b M  Будем говорить, что сечение является 

алгебраическим, если существует ,c M  реализующий это сечение. В противном случае такое сече-
ние называется неалгебраическим. Пусть ( )C x  — неалгебраическое сечение. Если существует неко-

торый ,a M  такой, что либо для любого b M ( , , ) ( ),K a x b C x  либо для любого b M  
( , , ) ( ),K b x a C x  тогда сечение ( )C x  называется рациональным. В противном случае такое сечение 

называется иррациональным. Определимое сечение в M  есть сечение ( )C x  со следующим свойством: 

существуют , ,a b M  такие, что ( , , ) ( )K a x b C x  и { : ( , , )y M K a y b  и ( , , ) ( )}K a x y C x  является 

определимым. Определимое пополнение M  структуры M  состоит из M  вместе со всеми определи-
мыми сечениями структуры ,M  которые являются иррациональными. Существует естественный 

способ расширить циклический порядок K  на ,M  который мы не даем явно. Заметим, что M  явля-

ется существенно объединением некоторых сортов структуры .eqM  Мы будем рассматривать опре-
делимые (строго говоря, интерпретируемые) частичные функции .M M  

Пусть f  — унарная функция в ,M  с областью определения ( ) ,Dom f I M   где I  — откры-

тое выпуклое множество. Мы говорим, что f  является монотонной функцией вправо (влево) на ,I  

если она сохраняет (обращает) отношение 0 ,K  т.е. для любых , , ,a b c I  таких, что 0 ( , , ),K a b c  мы 

имеем 0 ( ( ), ( ), ( ))K f a f b f c  ( 0 ( ( ), ( ), ( ))K f c f b f a . 

Пусть p  S1() и F(x, y) – -определимая формула, такая, что для каждого b  p(M) F(M, b) — 
выпуклое бесконечное кобесконечное множество, F(M, b)   p(M). Пусть F l(y) — формула, говоря-
щая, что y является левой концевой точкой множества F(M, y): 

 z1  z2 [K0(z1, y, z2)  t1(K(z1, t1, y)  t1  y  ¬F(t1, y))  
  t2 (K(y, t2, z2)  t2  y  F(t2, y))]. 

Мы говорим, что F(x, y) является p-стабильной выпуклой вправо, если для любого элемента 
b  p(M) M |=  x [F(x, b)  F l(b) z (K(b, z, x)  F(z, b))]. 

Пусть F1(x, y), F2(x, y) — произвольные выпуклые вправо формулы. Будем говорить, что F2 
больше, чем F1, если существует a  p(M), такой, что F1(M, a)  F2(M, a).  Это дает тотальное упоря-
дочение на (конечном) множестве всех p-стабильных выпуклых вправо формул F(x, y), рассматри-
ваемых по модулю эквивалентности Th(M). Будем писать f(y):= rend F(M, y), подразумевая, что f(y) 
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является правой концевой точкой множества F(M, y), которая лежит в определимом пополнении M  
структуры M. Тогда f  является функцией, которая отображает p(M) в .M  

Лемма 9. Пусть M — счетно-категоричная слабо циклически минимальная структура, 1 ( )p S   — 

неалгебраический, :f M M  –  -определимая функция, область определения которой содержит 
( ).p M  Предположим, что функция f  является локально монотонной (не строго монотонной) или 

локально константой (не константой) на ( ).p M  Тогда существует  -определимое отношение экви-

валентности ( , ),fE x y  разбивающее ( )p M  на бесконечное число бесконечных выпуклых классов. 

Доказательство леммы 9. Не умаляя общности, предположим, что f — локально монотонная 

функция вправо на ( ).p M  В силу счетной категоричности M  существует  -определимая формула 

( ),pU x  такая, что ( ) ( ).pp M U M  Тогда 

0 0( , ) : [ ( ( , , ) ( )) ( ( , , ) ( ( ), ( ), ( ))]p
fE x y t K x t y U t u K x u y K f x f u f y       

0 0[ ( ( , , ) ( )) ( ( , , ) ( ( ), ( ), ( ))].pt K y t x U t u K y u x K f y f u f x      
Следствие 10 [9]. Пусть M  — счетно-категоричная не 1-транзитивная слабо циклически мини-

мальная структура ранга выпуклости 1, 1 ( )p S   — неалгебраический. Тогда не существует            

p -стабильной выпуклой вправо формулы. 
Следующая теорема полностью описывает счетно-категоричные слабо циклически минималь-

ные n -выпуклые почти бинарные теории ранга выпуклости 1, не являющиеся 1-транзитивными 
( , 1).n n   

Теорема 11. Пусть T  — счетно-категоричная слабо циклически минимальная n-выпуклая почти 
бинарная теория ранга выпуклости 1, 0| ,| | .M T M   Тогда имеет место следующее: 

(1) : ( )C acl   конечно. При этом если ,C   то существует число ,k  кратное ,n  и такое, что 

0 1 1{ , ,..., },kC c c c   0 0 1 1( , ,..., )kK c c c   и для каждого 0 1
k

j
n

    элементы / 2 / ( 1)/, , ,...,j j k n j k n j k n nc c c c     

удовлетворяют одному и тому же типу над ,  для каждого 1 j k   либо  0 1| ( , , ),j jM xK c x c   ли-

бо 0 1{ : | ( , , )}j j jI x M M K c x c    является плотно упорядоченным множеством без концевых точек. 

(2) Существует 1m   неалгебраических 1-типов над   1 2, ,..., ,mp p p  так что 
1

( ) ,
i

n
t

i p
t

p M U


  где 

i

t
pU выпукло для каждого 1 ,t n   и 1 1 1

0 1 1 2 2( ,..., , ,..., ,..., ,..., ).m m mp p pp p p
n nK U U U U U U  При этом для любых 

1 , ,i j n   s    и 1
1

,..., t

sm
p

s i
t

a a U


 
  

 
  существует 1

1

,..., t

sm
p

s j
t

b b U


 
  

 
  такой, что 

1 1( ,..., / ) ( ,..., / ),s stp a a tp b b        т.е. существует автоморфизм структуры ,M  переводящий 
1

t

m
p

i
t

U

  

в  
1

.t

m
p
j

t

U

  

(3) Существуют отношения эквивалентности 2
1 2, ({ :1 }) ,E E s s mn    где { | }sU s mn  — про-

извольное перечисление выпуклых компонентов неалгебраических 1-типов над   с условием 

0 1 2( , ,..., ),sK U U U  такие, что: 

 для каждого 1( , )i j E  существует единственная  -определимая монотонная вправо (или влево) 

биекция , : ,i j i jf U U  так что , ii i Uf id  и , , ,j k i j i kf f f  для всех 1( , ), ( , ) ,i j j k E  причем для некото-

рого , ( )l
i jl n f a a   для всех ;ia U  

 для каждого 2( , )i j E  существует единственная  -определимая формула , ( , ),i jR x y  такая, что 

для любого ia U  , ( , ) ,i j jR a M U  , ( , ) ,i j jlend R a M lendU  , ( , )i jR a M  выпукло и открыто и 

, ,( ) : ( , )i j i jg x rend R x M  является монотонной вправо (или влево) на ;iU  
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 для каждого 1( , )i j E  мы имеем 2( , )i j E  и  

, 0 , ,( , ) ( ) ( ) ( , , ( )) ( ),
i ji j p p i j i jR x y U x U y K x y f x y f x      

где  ( ), ( )l rP p
i jU U M U U M   для некоторых , ,l k m так что T  допускает элиминацию кванторов 

до языка  
3{ , } { : 1} { ( ) :

ji pK c i k U x     }j m , 1{ : ( , ) } ;i jf i j E    

, 2 1{ ( , ) : ( , ) \ },i jR x y i j E E   

где ( )
jpU x  изолирует тип jp  для каждого .j m  

Более того, любому циклическому упорядочению с выделенными элементами, как в (1)–(2), и 
любыми подходящими отношениями эквивалентности 1 2, ,E E  как в (3), соответствует счетно-

категоричная слабо циклически минимальная n -выпуклая почти бинарная теория ранга выпуклости 1, 
как выше. 

Доказательство теоремы 11.  
1. В силу счетной категоричности теории T  множество C  конечно. Если ,C   то существует 

,a M  лежащий в алгебраическом замыкании пустого множества. Следовательно, существует алгеб-
раический тип 1 ( )p S   такой, что | .a p  Так как M  n -выпуклая, то ( )p M  состоит в точности из 
n  элементов. Поэтому множество C  состоит из конечного числа элементов, причем это число кратно 
числу .n  Обозначим его через .k  Пусть C  перечислено следующим образом: 0 1 1{ , ,..., },kC c c c   при-

чем 0 0 1 1( , ,..., ).kK c c c   Тогда для каждого 0 1
2

k
j    элементы / 2 / ( 1)/, , ,...,j j k n j k n j k n nc c c c     удовле-

творяют одному и тому же типу над пустым множеством. Если для некоторого 1:1 jj j k c    явля-

ется непосредственным последователем элемента ,jc  то 0 1| ( , , ).j jM xK c x c   Если же 1jc   не явля-

ется непосредственным последователем элемента ,jc  то поймем, что 0 1{ : | ( , , )}j j jI x M M K c x c    

является плотно упорядоченным множеством без концевых точек. Действительно, если бы во множе-
стве jI  существовали дискретно упорядоченные элементы (т.е. у некоторого элемента существовал 

бы непосредственный последователь или непосредственный предшественник), то в силу слабой цик-
лической минимальности существовало бы конечное число выпуклых множеств, состоящих из таких 
элементов. Если бы одно из этих выпуклых множеств являлось бесконечным, то определимое замы-
кание любого элемента из этого множества являлось бы бесконечным, противореча счетной катего-
ричности .T  Поэтому каждое из этих выпуклых множеств должно быть конечно, но тогда все эле-
менты этих выпуклых множеств лежат в алгебраическом замыкании пустого множества, противореча 
тому, что между jc  и 1jc   нет элементов из .C  

2. В силу счетной категоричности T  существует конечное число полных 1-типов над пустым 
множеством. Поэтому неалгебраических 1-типов над  так же конечное число, а так как множество 
реализаций всех алгебраических 1-типов над  является конечным, то обязательно должен существо-
вать хотя бы один неалгебраический 1-тип над пустым множеством. В силу n -выпуклости теории 
множество реализаций каждого неалгебраического 1-типа над  должно состоять из n  выпуклых 
компонент, являющихся бесконечными и плотно упорядоченными. Остальное следует из симметрич-
ного строения n -выпуклых структур. Допустим противное: для некоторых ,i j n  не существует ав-

томорфизма структуры ,M  переводящего 
1

t

m
p

i
t

U

  в 

1

.t

m
p
j

t

U

  Следовательно, существуют s    и 

1
1

,..., ,t

sm
p

s i
t

a a U


 
  

 
  такие, что для любого 1

1

,..., t

sm
p

s j
t

b b U


 
  

 
  1 1( ,..., / ) ( ,..., / ),s stp a a tp b b        

откуда существует -определимая формула 1( ,..., )sx x  такая, что 1 1| ( ,..., ) ( ,..., ).s sM a a b b     Не 

умаляя общности, предположим, что для некоторого t m   подкортеж 1,..., .t
sp

s ia a U 


       Тогда рас-

смотрим следующую формулу:  
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1 1 1 1( ,..., ) : ,..., ( ,..., , ,..., ).s s s s s sx x y y x x y y          

Очевидно, что 1 1| ( ,..., ) ( ,..., ).s sM a a b b       Но тогда выпуклые компоненты tp
iU   и tp

jU   отде-

лимы -определимой формулой, противореча n -выпуклости типа .tp   

3. Рассмотрим две произвольные выпуклые компоненты iU  и .jU  Если существует ,ia U  та-

кой, что ({ }) ,jdcl a U   то существует -определимая биекция iU  на .jU  Поймем, что такая би-

екция единственна. Допустим противное: существуют -определимые биекции f  и ,g  отображаю-

щие iU  на ,jU  причем .f g  Поскольку ,f g  то существует элемент ,ia U  такой, что 

( ) ( ).f a g a  Пусть для определенности 1 2( ) , ( )f a b g a b   для некоторых 1 2, .jb b U  Тогда 

1 2, ({ }) \ ( ),b b dcl a dcl   откуда по лемме о замене для алгебраического замыкания получаем, что 

2 1({ }).b dcl b  Отсюда мы можем доказать, что 1({ })dcl b  бесконечно, противореча счетной категорич-

ности .T  Монотонность вправо (или влево) такой биекции обеспечивается тем, что теория имеет ранг 
выпуклости 1. Если ,i j  то это будет тождественная биекция (иначе по ранее доказанному полу-

чим, что определимое замыкание элемента из iU  является бесконечным). 

Очевидно, что если существуют биекции , :i j i jf U U  и , : ,j k j kf U U  то , , ,i k j k i jf f f   являет-

ся биекцией iU  на ,kU  поэтому 1E  является требуемым отношением эквивалентности. 

Предположим теперь, что для любого ia U  ({ }) jdcl a U   и существует -определимая 

формула ( , )F x y  такая, что существуют ,ia U 1 2, jb b U  и 1 2| ( , ) ( , ).M F a b F a b    Тогда нетрудно 

построить формулу , ( , )i jR x y  такую, что для любого ia U  , ( , ) ,i j jR a M U  , ( , ) ,i j jlend R a M lendU  

, ( , )i jR a M  выпукло и открыто. Функция , ,( ) : ( , )i j i jg x rend R x M  является строго монотонной (моно-

тонной вправо или влево) на iU  в силу леммы 9. Поймем, что такая формула , ( , )i jR x y  единственна. 

Допустим противное: существуют -определимые формулы , ( , )i jR x y  и , ( , )i jR x y  с требуемыми 

свойствами, и пусть для определенности для некоторого ia U  , ,( , ) ( , ).i j i jR a M R a M  Следователь-

но, существуют , jb b U  такие, что 0 , , ,| ( , , ) ( , ) ( , ) ( , ).i j i j i jM K a b b R a b R a b R a b        Тогда рассмот-

рим следующую формулу:  
( , ) : ( ) [ ( ) ( , ) ( , ) ( , , )],lr ppx b U x t z U t R t b R t z K b x z            

где ( ), ( )l rP p
i jU U M U U M   для некоторых , .l k m  

Нетрудно понять, что ( , )x y  – rp -стабильная выпуклая вправо формула противореча следст-
вию 10.   

Докажем теперь, что 2E  является отношением эквивалентности. Возьмем произвольный i    с 

условием 1 .i s   Тогда существует l m  такой, что ( ).lP
iU U M  Рассмотрим следующую формулу:  

, ( , ) : ( ) ( ) [ ( , , ) ( )] .l l lp p p
i iR x y U x U y t K y t x U t y x       

Тогда для любого ia U  , ( , ) ,i i iR a M U  , ( , ) ,i i ilend R a M lendU , ( , )i iR a M  выпукло и открыто и  

, ,( ) : ( , )i i i ig x rend R x M  является монотонной вправо на ,iU  т.е. 2( , ) .i i E  

Пусть 2( , )i j E  (где ( ), ( )l rP p
i jU U M U U M   для некоторых ,l r m ) и , ( , )i jR x y  – -

определимая формула с требуемыми свойствами. Если функция , ,( ) : ( , )i j i jg x rend R x M  является 

монотонной вправо на ,iU  тогда 

, ,( , ) ( ) ( ) ( , ).lr pp
j i i jR x y U x U y R y x    

Если функция , ,( ) : ( , )i j i jg x rend R x M   является монотонной влево на ,iU  тогда 

, ,( , ) ( ) ( ) ( , ).lr pp
j i i jR x y U x U y R y x    

Следовательно, 2( , ) .j i E  
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Предположим теперь, что 2( , ), ( , ) ,i j j k E  где ( ), ( )l rP p
i jU U M U U M   и ( )tp

kU U M  для 

некоторых , , .l r t m  Тогда существуют -определимые формулы , ( , )i jR x y  и , ( , )j kR x y  с требуемыми 

свойствами. Если функция ,j kg  является монотонной вправо на ,jU  то  

, , ,( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( , ) ( , )]l trp pp
i k i j j kR x y U x U y z U z R x z R z y       

и функции ,i kg  и ,i jg  являются одновременно монотонными вправо или влево на .iU  Если же функ-

ция ,j kg  является монотонной влево на ,jU  то  

, , ,( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( , ) ( , )]l trp pp
i k i j j kR x y U x U y z U z R x z R z y       

и функция ,i kg  — монотонная влево (вправо) на iU  тогда и только тогда, когда функция ,i jg  моно-

тонная вправо (влево) на .iU  Таким образом, 2( , )i k E  и 2E  является требуемым отношением экви-
валентности. 

Остается только проверить, что T  допускает утверждаемую элиминацию кванторов. Мы дока-
жем, что полный тип любого l -кортежа 1 ,..., la a   элементов из M  определяется формулой  , со-

стоящей из конъюнкции всех предложений и отрицательных предложений формул вида ,x y  

( , , ),K x y z ( ),rpU x , ( ),i jy f x , ( , ),i jR x y  которые имеют место на координатах кортежа 1 ,..., .la a   

Случай 1.l   Очевидно. 
Случай 2.l   Возможны следующие подслучаи: 
Случай 2a. 1 2, .a a C  Тогда формула 1 2( , ) :x y x a x a      определяет тип кортежа 1 2, .a a   

Случай 2b. 1 2, ia C a U   для некоторого .i s  Тогда существует ,l m  такой, что ( )lp
iU U M  

и, следовательно, формула 1( , ) : ( )lpx y x a U y     определяет тип кортежа 1 2, .a a   

Случай 2c. 1 2, ( )ja a p M  для некоторого .j m  Поскольку 
1

( ) ,j

n
p

j t
t

p M U


  то возможны 

1
2

n   
 случаев расположения этих точек во множестве реализаций типа jp  (здесь x    означает 

наибольшее целое число, не превосходящее x ): 
(1) 1 2,a a  лежат в одной и той же выпуклой компоненте типа .jp  

(2) 1 2,a a  лежат в разных выпуклых компонентах типа jp  и между этими компонентами (слева 

направо) не существует другой выпуклой компоненты типа .jp  

1
2

n      
 1 2,a a  лежат в разных выпуклых компонентах типа jp  и между этими компонентами 

(слева направо) существует ровно 
2

n 
  

 других выпуклых компонент типа .jp  

Каждый из этих случаев расположения точек описывается -определимой формулой: например, 

(1) описывается формулой 0 ( , ) : [ ( , , ) ( )],jpx y u K x u y U u    а (2) описывается с помощью следую-
щей формулы:  

1 1 1 1 1( , ) : ( ( , , ) ( )) [ ( , , ) ( ) ( ( , , ) ( ))]j j jp p px y u K x u y U u u K x u u U u t K x t u U t          

1[ ( , , ) ( ) ( ( , , ) ( ))]).j jp pu K u u y U u t K u t y U t           

Если выполняется (1), тогда утверждаем, что формула 0( , ) : ( ) ( ) ( , )j jp px y U x U y x y     опре-

деляет тип кортежа 1 2, .a a   Если это не так, тогда нетрудно построить jp -стабильную выпуклую 

вправо формулу, противореча следствию 10. 

Предположим теперь, что выполняется (2). Тогда 
11

jp
ia U  и 

22
jp

ia U  для некоторых 1 2, .i i n  

Возможны следующие подслучаи: 

(А) Существует -определимая строго монотонная биекция 
1 2

: .j jp p
i if U U  
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(B)  (А) и существует -определимая формула ( , ),R x y  такая, что для каждого 
1

jp
ia U  

2
( , ) ,jp

iR a M U
2

( , ) ,jp
ilend R a M lend U ( , )R a M  выпукло и открыто и ( ) : ( , )g x rend R x M  является 

строго монотонной на 
1

.jp
iU  

(C)  (A) и  (B). 
Предположим, что выполняется (А). Тогда либо 1 2( ) ,f a a  либо 0 1 1 2( , ( ), ),K a f a a  либо 

0 1 2 1( , , ( )).K a a f a  Если 1 2( ) ,f a a  тогда следующая формула: 

1( , ) : ( ) ( ) ( , ) ( )j jp px y U x U y x y f x y       

определяет тип кортежа 1 2, .a a   Если 0 1 1 2( , ( ), ),K a f a a  тогда формула  

1 0( , ) : ( ) ( ) ( , ) ( , ( ), )j jp px y U x U y x y K x f x y      

определяет тип кортежа 1 2, .a a   Если это не так, тогда существует 
22

jp
ia U   такой, что 1 2( , )a a  и 

существует -определимая формула ( , )x y  такая, что 1 2 1 2| ( , ) ( , ).M a a a a     Пусть для опреде-

ленности 0 1 2 2( , , ).K a a a  В силу слабой циклической минимальности 1( , )a M  есть объединение ко-

нечного числа выпуклых множеств. Пусть тогда 1( , )a M  – 1{ }a -определимое выпуклое множество, 

содержащее 2.a  Тогда рассмотрим следующую формулу: 

( , ) : ( ) [ ( ) ( , ) ( , , )],jpx a U x t z f t a t z K a x z         

где 1( ).a f a  Нетрудно понять, что ( , )x y  – jp -стабильная выпуклая вправо формула, противореча 

следствию 10. 
Предположим теперь, что выполняется (В). Тогда либо 1 2( , ),R a a  либо 1 2( , ).R a a  Не умаляя 

общности, предположим первое. Тогда формула  

1( , ) : ( ) ( ) ( , ) ( , )j jp px y U x U y x y R x y      

определяет тип кортежа 1 2, .a a   Если это не так, тогда существует 
22

jp
ia U   такой, что 1 2( , )a a  и 

существует -определимая формула ( , )R x y  такая, что 1 2 1 2| ( , ) ( , )M R a a R a a      и 1( , )R a M  вы-

пукло. Пусть для определенности 0 1 2 2( , , ).K a a a  В силу леммы 9 функция ( ) : ( , )f x rend R x M   явля-

ется строго монотонной на ( ).jp M  Тогда рассмотрим следующую формулу: 

2 2 2( , ) : ( ) [ ( , ) ( , ) ( , , )].jpx a U x t z R t a R t z K a x z           

Нетрудно понять, что ( , )x y  – jp -стабильная выпуклая вправо формула противореча следствию 10.  

Если выполняется (С), тогда формула 1( , ) : ( ) ( ) ( , )j jp px y U x U y x y     определяет тип корте-

жа 1 2, .a a   Если это не так, тогда появится -определимая формула ( , ),R x y  как в (В), противореча 
нашему предположению. 

Аналогично рассматриваются остальные случаи расположения точек 1a  и 2a  относительно вы-

пуклых компонент типа .jp  

Случай 2d. 1 2( ), ( )l ra p M a p M   для некоторых , ,l r m  причем .l r  Данный случай рассмат-
ривается с некоторыми незначительными вариациями аналогично случаю 2c. Таким образом, случай 

2l   рассмотрен полностью. 
Общий случай. Согласно случаю 2l   для любой пары ,i ja a   элементов кортежа 1 ,..., la a   су-

ществует -определимая формула , ( , ),i j x y  определяющая полный тип кортежа , .i ja a   В силу 

почти бинарности теории T  формула 1 1 , ,( ,..., ) : ( , )l i j l i j i jx x x x      определяет полный тип кортежа 

1 ,..., .la a   Теорема доказана. 
 
Работа выполнена при поддержке КН МОН РК № 0708/ГФ3 по теме «Теоретико-модельные 

свойства циклически упорядоченных структур» в рамках приоритета «Интеллектуальный потен-
циал страны» (подприоритет «Фундаментальные исследования в области естественных наук»). 
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Б.Ш.Күлпешов, А.Б.Алтаева  

Бинарлық дерлік босаң циклдік минималдық құрылымдар туралы 

Мақалада 1-транзитивтік емес есептік-категориялық босаң циклдік минималдық құрылымдар 
зерттелді. Дөңестік рангісі 1 есептік-категориялық бинарлық дерлік босаң циклдік минималдық 
теориялардың қасиеттерi туралы теоремасы дəлелденді. 

 

B.Sh.Kulpeshov, A.B.Altaeva  

On almost binary weakly circularly minimal structures 

Here countably categorical weakly circularly minimal structures being non-1-transitive are studied. A theo-
rem on properties of countably categorical non-1-transitive almost binary weakly circularly minimal theories 
of convexity rank 1 has been proved. 
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