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Мақалада параметрлеу əдісі негізінде параметрінен үздіксіз тəуелді қарапайым дифференциалдық 
теңдеулер үшін бейсызық екі нүктелі шеттік есептер əулетінің шешімі бар болуының мəселелері 
қарастырылған. Зерттеліп отырған есептің жуық шешімін табу алгоритмі тұрғызылған. Бастапқы 
берілімдер терминдерінде ұсынылған алгоритмдердің жүзеге асуының, жинақтылығының, сонымен 
бірге қарапайым дифференциалдық теңдеулер үшін бейсызық екі нүктелі шеттік есептер əулетінің 
оқшауланған шешімінің бар болуын қамтамасыз ететін жеткілікті шарттары тағайындалған. 

In the work on base of the parameterization’s method questions of existence of the solving the family of 
nonlinear two points boundary value problems are researched for ordinary differential equations, 
continuously depending from parameter of family. The algorithm of finding of approaching solution is con-
structed of the investigating problem. In term of the initial date are received sufficient conditions practicabili-
ty, convergence of the offered algorithm, simultaneously providing existence of the isolated solution of 
family nonlinear boundary value problems for ordinary differential equations. 

 

На [0, ] [0, ]T     рассматривается нелинейная краевая задача 

 ( , , ), nv
f x t v v R
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
 


, (1) 

  , ( ,0), ( , ) 0, [0, ]g x v x v x T x   , (2) 

где : n nf R R  , :[0, ] n n ng R R R     непрерывны, 
1:

( , ) max ( , )i
i n

v x t v x t


 , x  — параметр се-

мейства. 

Через ( , )nС R  обозначим пространство непрерывных функций : nv R  с нормой 

1 ( , )
max ( , )
x t

v v x t


 . 

Решением задачи (1), (2) называется непрерывно дифференцируемая по t  на   функция 
* ( , ) ( , )nv x t С R  , удовлетворяющая дифференциальному уравнению (1) и краевым условиям (2). 

При каждом фиксированном [0, ]x   задача (1), (2) является нелинейной двухточечной краевой 
задачей для систем обыкновенных дифференциальных уравнений, которая исследована в [1] методом 
параметризации. 

При изменении x  на отрезке [0, ]  получим семейство нелинейных двухточечных краевых задач 
для систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 

В настоящей работе методом параметризации исследуются вопросы существования решения за-
дачи (1), (2), непрерывно зависящего от параметра семейства [0, ]x  , и построения алгоритмов на-
хождения ее приближенного решения. 

Изучение семейства краевых задач представляет самостоятельный интерес и находит примене-
ние в теории нелокальных краевых задач для систем гиперболических уравнений со смешанной про-
изводной [2]. 

Задачу (1), (2) исследуем методом параметризации [1]. 

По некоторому шагу 0 :h Nh T   ( 1,2,3,...)N   произведем разбиение: 
1

[0, ] [0, )
N

r
r

T


    , где 

[0, ] [( 1) , )r r h rh     , 1r : N . 

Обозначим через ( , , )nN
rС R   пространство систем функций ( ,[ ])v x t   1 , ,v x t  

   2 , ,..., ,Nv x t v x t  с нормой 
2 1: ( , )

max sup ( , )
r

r
r N x t

v v x t
 

 , где функция : n
r rv R   непрерывна и равно-
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мерно относительно [0, ]x   имеет конечный предел при 0t rh  , 1:r N . Пространство 

( , , )nN
rС R   является полным. 

Сужение функции ( , )v x t  на r  обозначим через ( , )rv x t , т.е. ( , )rv x t  является функцией опреде-

ленной и совпадающей с ( , )v x t  на r , 1r : N , и от задачи (1), (2) перейдем к следующей эквива-
лентной задаче: 

 ( , , ), ( , ) , nr
r r r

v
f x t v x t v R

t


  


, (3) 

  1
0
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g x v x v x t x
 

   , (4) 

 1
0

lim ( , ) ( , ), 1: ( 1), [0, ]s s
t sh

v x t v x sh s N x 
     , (5) 

где (5) — условия склеивания решения на внутренних линиях разбиения ( 1)t s h  , 1: ( 1)s N  . 

Решением задачи (3)–(5) является система функций * ( ,[ ])v x t  *
1 ( , ),v x t * *

2 ( , ),..., ( , )Nv x t v x t   

( , , )nN
rС R   , где непрерывно дифференцируемая по t  функция * ( , )rv x t  удовлетворяет дифферен-

циальному уравнению (3) при всех ( , ) rx t  , 1:r N , и для *
1 ( ,0)v x , *

0
lim ( , )N

t Nh
v x t

 
, *

0
lim ( , )s

t sh
v x t

 
, 

*
1( , )sv x sh , 1: ( 1)s N  , [0, ]x  , имеют место равенства (4), (5). 

Введем параметр ( ) ( ,( 1) )r rx v x r h   , [0, ]x   и произведем замену ( , ) ( , )r rv x t v x t  ( )r x , 

( , ) rx t  , 1r : N . Получим краевую задачу с функциональными параметрами: 

 ( , , ( ) ), ( , ) ,r
r r r

v
f x t x v x t

t


   


        1:r N , (6) 

 ( ,( 1) ) 0, [0, ], 1: ,rv x r h x r N      (7) 

  1
0

, ( ), ( ) lim ( , ) 0, [0, ]N N
t Nh

g x x x v x t x
 

      , (8) 

 1
0

( ) lim ( , ) ( ) 0, [0, ], 1: ( 1)s s s
t sh

x v x t x x s N 
         . (9) 

Через ([0, ], )nNС R  обозначим множество функций  1 2λ( ) λ ( ),λ ( ),...,λ ( )Nx x x x , где 

:[0, ] n
r R   , 1:r N , непрерывны. 

Решением задачи (6)–(9) является пара  * *( ), ( ,[ ])x v x t   с компонентами 
* * * *

1 2λ ( ) (λ ( ),λ ( ),...,λ ( )) ([0, ], )nN
Nx x x x С R   , 

* * * *
1 2( ,[ ]) ( ( , ), ( , ),..., ( , ))Nv x t v x t v x t v x t     ( , , )nN

rС R  , 

где непрерывно дифференцируемая на r  функция * ( , )rv x t  удовлетворяет дифференциальному 

уравнению (6) при всех ( , ) rx t   (при ( 1)t r h   уравнению (6) удовлетворяет правосторонняя про-

изводная функции * ( , )rv x t ), 1:r N , выполняется начальное условие * ( ,( 1) ) 0rv x r h  , 1:r N , и для 
*
1 ( )x , * *

0
( ) lim ( , )N N

t Nh
x v x t

 
   , * *

0
( ) lim ( , )s s

t sh
x v x t

 
   , *

1( )s x , [0, ]x  , 1: ( 1)s N  , имеют место равен-

ства (8), (9). 

Если * ( , )v x t  — решение задачи (1), (2), то система пар  * *( ), ( ,[ ])x v x t  , где 

 * * * *
1 2( ) ( ), ( ), , ( ) nN

Nx x x x R      , [0, ]x  , * *( ) ( ,( 1) )r rx v x r h   , 1r : N , 

 * * * *
1 2( ,[ ]) ( , ), ( , ), , ( , )Nv x t v x t v x t v x t    , * * *( , ) ( , ) ( ,( 1) )r r rv x t v x t v x r h   , ( , ) rx t  , 1r : N , 

* ( , )rv x t  — сужение функции * ( , )v x t  на r , 1:r N , является решением краевой задачи (6)–(9). И 

обратно — если пара  ( ), ( ,[ ])x v x t   является решением задачи с функциональными параметрами (6)–

(9), то функция ( , )v x t , определенная на   равенствами:  ( , ) ( ) ,r rv x t x v x t     , ( , ) rx t  , 1:r N , 

( , ) ( )Nv x T x    
0

lim ,Nt Nh
v x t

 
 , будет решением нелинейной краевой задачи (1), (2). 
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Задача с функциональными параметрами (6)–(9) отличается от задачи (3)–(5) наличием началь-
ных условий (7). 

При фиксированном ( )r x , [0, ]x  , задача Коши (6), (7) эквивалентна интегральному уравне-
нию Вольтерра второго рода 

 
( 1)

( , ) , , ( ) ( , ) , ( , ) , 1:
t

r r r r

r h

v x t f x x v x d x t r N


         , 

откуда, определив 
0

lim ( , )r
t rh

v x t
 

 , [0, ]x  , 1:r N , подставив в (8), (9), предварительно умножая (8) 

на 0 :h Nh T  , получим систему уравнений относительно функциональных параметров ( )r x , 
[0, ]x  : 

 1

( 1)

, ( ), ( ) , , ( ) ( , ) 0,
Nh

N N N

N h

h g x x x f x t x v x t dt


 
        
 

   

  1

( 1)

( ) , , ( ) ( , ) ( ) 0, 1: ( 1)
sh

s s s s

s h

x f x t x v x t dt x s N


          , 

которую запишем в виде 
 1, ( , ( ), ) 0, ( ) ([0, ], )nN

hQ x x v x С R     . (11) 

Условие A. Существует 0 :h Nh T   ( 1,2,3, )N   , при котором нелинейное уравнение 

1, ( , ( ),0) 0hQ x x   имеет решение         0 0 0 0
1 2( ) ( ), ( ), , ( ) ([0, ], )nN

Nx x x x С R       , система функций 

(0) (0)
1( ,[ ]) ( , ),v x t v x t  (0) (0)

2 ( , ), , ( , )Nv x t v x t   с компонентами  (0) (0)

( 1)

( , ) , , ( )
t

r r

r h

v x t f x x d


    , ( , ) rx t  , 

1:r N , принадлежит пространству ( , , )nN
rС R  . 

По паре  (0) (0)( ), ( ,[ ])x v x t   равенствами (0) (0) (0)( , ) ( , )r rv x t v x t    , ( , ) rx t  , 1:r N , 

(0) (0) (0)

0
( , ) lim ( , )N N

t Nh
v x T v x t

 
    , [0, ]x  , определим на   кусочно-непрерывную функцию (0) ( , )v x t . 

Выберем функции ( ) 0x  , ( ) 0v x  , ( ) 0v x  , непрерывные на [0, ],  и составим множества: 
  

  
0

(0) (0)
1 2

1:

( ), ( )

( ) ( ), ( ), , ( ) ([0, ], ) : ( ) ( ) max ( ) ( ) ( ) ;nN
N r r

r N

S x x

x x x x C R x x x x x





  

                
, 

    0
1 2( ,[ ]), ( ) ( ,[ ]) ( , ), ( , ), , ( , ) ( , , ) :nN

h v N rS v x t x v x t v x t v x t v x t С R          (0)

2
( )vv v x     ; 

     0 0

[0, ]
( , ), ( ) ( , ) ( , ) : max ( ) ( , ) ( )n

v v
t T

S v x t x v x t C R v x,t v x t x


       ; 

    0 (0)
1 , ( ) , , : ( , ) , ( , ) ( )n

v vG x x x t v R x t v v x t x       ; 

  0 2 (0)
2 1 2 1, ( ), ( ) ( , ) [0, ] : [0, ], ( ,0) ( );n

vG x x x x,w w R x w v x x           

(0)
2 ( , ) ( )vw v x T x   . 

Условие B. Функции ( , , )f x t v , 1 2( , )g x,w w  соответственно в  0
1 , ( )vG x x ,  0

2 , ( ), ( )vG x x x   не-

прерывны, имеют равномерно непрерывные частные производные ( , , )vf x t v , 
1 1 2( , )wg x,w w , 

2 1 2( , )wg x,w w , и выполняются неравенства 0( , , )vf x t v L  , 
1 1 2 1( , )wg x,w w L  , 

2 1 2 2( , )wg x,w w L  , где 

0L , 1L , 2L  — постоянные. 
Пусть выполнено условие А. За начальное приближение решения задачи с функциональными 

параметрами (6)–(9) взяв пару     0 0( ), ( ,[ ])x v x t  , найдем последовательность     ( ), ( ,[ ])k kx v x t  , 

1,2,k   , по следующему алгоритму. 

Ре
по
зи
то
ри
й К
ар
ГУ



Об осуществимости и сходимости… 

Серия «Математика». № 4(60)/2010 55 

Шаг 1. a) Решая уравнение (0)
1, ( , ( ), ) 0hQ x x v  , [0, ]x  , найдем параметр (1) (1)

1( ) ( ),x x    

(1) (1)
2 ( ), , ( ) ([0, ], )nN

Nx x С R    . b) Компоненты системы функций (1) ( ,[ ])v x t   

 (1) (1) (1)
1 2( , ), ( , ), , ( , )Nv x t v x t v x t     определим по формуле 

  (1) (1) (0)

( 1)

( , ) , , ( ) ( , )
t

r r r

r h

v x t f x x v x d


       ,      ( , ) rx t  , 1:r N . (12) 

Шаг 2. a) Решая уравнение (1)
1, ( , ( ), ) 0hQ x x v  , [0, ]x  , найдем параметр (2) (2)

1( ) ( ),x x    

(2) (2)
2 ( ), , ( ) ([0, ], )nN

Nx x С R    . b) Компоненты системы функций (2) ( ,[ ])v x t   

 (2) (2) (2)
1 2( , ), ( , ), , ( , )Nv x t v x t v x t     определим по формуле 

  (2) (2) (1)

( 1)

( , ) , , ( ) ( , )
t

r r r

r h

v x t f x x v x d


       , ( , ) rx t  , 1:r N . 

И так далее. 
Достаточные условия осуществимости, сходимости предложенного алгоритма, одновременно 

обеспечивающие существование изолированного решения краевой задачи с функциональными пара-
метрами (6)–(9), устанавливает 

Теорема 1. Пусть существуют 0 :h Nh T   ( 1,2,...)N  , непрерывные на [0, ]  функции 

( ) 0x  , ( ) 0v x  , ( ) 0v x  , при которых выполняются условия А, В, матрица Якоби 

1, ( , ( ), )
:h nN nNQ x x v
R R

 





 обратима для всех (0)( , ( ), ( ,[ ])) [0, ] ( ( ), ( ))x x v x t S x x        

(0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x    и имеют место неравенства: 

1) 
1

1,
1,

( , ( ), )
( )h

h

Q x x v
x

  
   


;   2) 1, 0 1, 2 0( ) (1 ( )max{1, } ) 1h hq x hL x hL hL    ; 

3) 1,(0) (0) (0)
1, 1, 2 0 2

1,

( )
( ) ( , ( ), ) max{1, } ( )

1 ( )
h

h h
h

q x
x Q x x v hL hL v x

q x 

 
       

  ; 

4) 1, (0)

2
1,

( )
( )

1 ( )
h

v
h

q x
v x

q x
 

  ;    5) ( ) ( ) ( )v vx x x     . 

Тогда определяемая по алгоритму последовательность пар ( ) ( )( ( ), ( ,[ ]))k kx v x t  , 1,2,...k  , принадле-

жит (0)( ( ), ( ))S x x   (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  , сходится к * *( ( ), ( ,[ ]))x v x t   — изолированному решению 

задачи с функциональными параметрами (6)–(9) в (0)( ( ), ( ))S x x   (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x   и справедли-
вы оценки: 

 1,* (0) (0)

22
1,

( )

1 ( )
h

h

q x
v v v

q x
 


   , (13) 

 1,* (0) (0)
2 0 2

1,

( )
( ) ( ) max{1, }

1 ( )
h

h

x
x x hL hL v

q x


   


 . (14) 

Доказательство. Для любых ( ( ), ( ,[ ]))x v x t  (0)( ( ), ( ))S x x   (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  , где 

 1( ) ( ), , ( )Nx x x    ,  1( ,[ ]) ( , ), , ( , ) ,Nv x t v x t v x t   имеют место неравенства 
(0) (0) (0) (0)( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )r r r r r r r rx v x t x v x t x x v x t v x t                

(0) (0)

2
( ) ( ) ( ) ( )vx x v v x x            . 

Поэтому, в силу условия 5) теоремы, для всех ( , ) rx t  , 1:r N , тройка ( , , ( ) ( , ))r rx t x v x t    при-

надлежит множеству  0
1 , ( )vG x x . 

Решение задачи с функциональными параметрами (6)–(9) найдем по алгоритму. 
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Оператор (0)
1, ( , ( ), )hQ x x v   в шаре (0)( ( ), ( ))S x x   удовлетворяет следующим условиям: 

i) матрица Якоби 
(0)

1, ( , ( ), )hQ x x v 



, в силу условия В, равномерно непрерывна в 

(0)( ( ), ( ))S x x  , 

ii) существует 

1(0)
1, ( , ( ), )hQ x x v


  
   


 и выполняется неравенство 

1(0)
1,

1,

( , ( ), )
( )h

h

Q x x v
x


  

    


, 

iii) из условия 3) теоремы следует, что (0) (0)
1, 1,( ) ( , ( ), ) ( )h hx Q x x v x    , т.е. все условия усиле-

ния локального варианта теоремы Адамара [1; 41] выполнены. 
Возьмем некоторую функцию 0 ( ) 0x  , 0 ( ) [0, ]x C    такую, что будут выполняться неравенства: 

1, 1,(0) (0) (0)
0 1, 1, 2 0 2

0 1, 1,

( ) ( )1
( ) ( ) , ( , ( ), ) max{1, } ( ).

2 1 ( ) ( ) 1 ( )
h h

h h
h h

x q x
x x Q x x v hL hL v x

x x q x 

 
            

  (15) 

Tак как имеет место i), то найдется непрерывная на [0, ]  функция 0 ( ) (0, ( )]x x    такая, что для 

любых ( ), ( )x x   (0)( ( ), ( ))S x x   будет выполняться неравенство 
(0) (0)

1, 1,
0

( , ( ), ) ( , ( ), )
( )h hQ x x v Q x x v
x

   
  

 

 
 как только 0( ) ( ) ( )x x x     . 

Выберем 1, 1,(0) (0) (0)
0 1, 2 0 2[0, ]

0 1,

( ) ( )
max 1, max ( , ( ), ) max{1, }

( ) 1 ( )
h h

h
x

h

x q x
Q x x v hL hL v

x q x 

               
   

и построим итерационный процесс (1,0) (0)( ) ( )x x   , 
1(1, ) (0)

1,(1, 1) (1, ) (1, ) (0)
1,

( , ( ), )1
( ) ( ) ( , ( ), ), 0,1,2,

m
hm m m

h

Q x x v
x x Q x x v m



   
          


  , 

который в силу i)-iii) сходится к (1) ( )x  (0)( ( ), ( ))S x x   — изолированному решению уравнения 
(0)

1, ( , ( ), ) 0hQ x x v   и 

 (1) (0)( ) ( )x x    (0) (0)
1, 1,( ) ( , ( ), )h hx Q x x v   . (16) 

В силу условия А параметр (0) ( )x  ([0, ], )nNС R  удовлетворяет уравнению (0)
1, ( , ( ),0) 0hQ x x  , по-

этому 

(0) (0) (0) (0) (0)
1, 1, 1,( , ( ), ) ( , ( ), ) ( , ( ),0)h h hQ x x v Q x x v Q x x        (0) (0)

1
[0, ]

max max , ( ), ( )N
x

h g x x x
 

     

   (0) (0) (0) (0) (0)
1

( 1) ( 1)

, , ( ) ( , ) , ( ), ( ) , , ( ) ,
Nh Nh

N N N N

N h N h

f x t x v x t dt g x x x f x t x dt
 

  
           

  
   

    (0) (0) (0) (0)
2 0 21:( 1)

( 1) ( 1)

max , , ( ) ( , ) , , ( ) max{1, }
sh sh

s s s
s N

s h s h

f x t x v x t dt f x t x dt hL hL v
 

 

    


   . (17) 

Компоненты системы функций  (1) (1) (1) (1)
1 2( ,[ ]) ( , ), ( , ), , ( , )Nv x t v x t v x t v x t     определим по формуле (12). 

Tогда, учитывая (17), получим, что 

   (1) (0) (1) (0) (0)

( 1) ( 1)

( , ) ( , ) , , ( ) ( , ) , , ( )
t t

r r r r r

r h r h

v x t v x t f x x v x d f x x d
 

                

 (1) (0) (0) (1) (0) (0)
0 0 0 2

( 1)

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
t

r r r

r h

L x x v x d hL x x hL v


                

 
2

)0(
02,10

~1},1max{)( vhLhLxhL h  , rtx ),( , Nr :1 , 
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т.е. 

 (1) (0) (0)
1,2 2

( ) , [0, ]hv v q x v x      , (18) 

и, в силу неравенства 4) теоремы, (1) ( ,[ ])v x t  (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  . 

Из структуры оператора 1, ( , ( ), )hQ x x v   и равенства (1) (0)
1, ( , ( ), ) 0hQ x x v   имеем, что 

 (1) (1) (1) (1) (1) (0)
1, 1, 1,( , ( ), ) ( , ( ), ) ( , ( ), )h h hQ x x v Q x x v Q x x v        (1) (0)

2 0 2
max{1, }hL hL v v  . (19) 

Если (1)
1 1( ) ( ( ), ( ) ( ))x S x x x      , где 1( )x  (1) (0)

1, 2 0 2
( )max{1, }h x hL hL v v   , и функция 

1( ) 0x   ( 1( ) [0, ]x C   ) удовлетворяет неравенству 

 1( )x  1,(0) (0) (0)
1, 1, 2 0 2

1,

( )
( ) ( , ( ), ) max{1, } ( )

1 ( )
h

h h
h

q x
x Q x x v hL hL v x

q x 

 
       

  , (20) 

то в силу условий 2), 3) теоремы и соотношений (16), (18), (20) получим, что 
(0) (1) (1) (0)

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x x                (0) (0)
1, 1,( ) ( , ( ), )h hx Q x x v    

(1) (0) (0) (0)
1, 2 0 1 1, 1,2

( )max{1, } ( ) ( ) ( , ( ), )h h hx hL hL v v x x Q x x v            

(0) (0) (0)
1, 1, 2 0 1 1, 1,2

( ) ( )max{1, } ( ) ( ) ( , ( ), ) ( )h h h hq x x hL hL v x x Q x x v x          , 

следовательно, (1) (0)
1 1( ( ), ( ) ( )) ( ( ), ( ))S x x x S x x       . 

Оператор (1)
1, ( , ( ), )hQ x x v   в множестве (1)

1 1( ( ), ( ) ( ))S x x x     удовлетворяет всем условиям тео-

ремы 1 [1; 41], поэтому итерационный процесс (2,0) (1)( ) ( )x x   , 
1(2, ) (1)

1,(2, 1) (2, ) (2, ) (1)
1,

( , ( ), )1
( ) ( ) ( , ( ), ), 0,1,2,

m
hm m m

h

Q x x v
x x Q x x v m



   
         


  , 

сходится к изолированному решению (2) (1)
1 1( ) ( ( ), ( ) ( ))x S x x x       уравнения (1)

1, ( , ( ), ) 0hQ x x v   и 

имеет место оценка (2) (1)( ) ( )x x    (1) (1)
1, 1,( ) ( , ( ), )h hx Q x x v    и, в силу справедливости (19), полу-

чим, что 

 (2) (1)( ) ( )x x    (1) (0)
1, 2 0 2

( )max{1, }h x hL hL v v   . (21) 

По (2) (2) (2) (2)
1 2( ) ( , , , )Nx      ([0, ], )nNС R , используя формулу (2) ( , )rv x t   

 (2) (1)

( 1)

, , ( ) ( , )
t

r r

r h

f x x v x d


       , ( , ) rx t  , 1:r N , определим компоненты системы функций: 

 (2) (2) (2) (2)
1 2( ,[ ]) ( , ), ( , ), , ( , )Nv x t v x t v x t v x t    . Tогда для всех ( , ) rx t  , 1:r N , справедливы неравен-

ства 

    (2) (1) (2) (1) (1) (0)

( 1) ( 1)

( , ) ( , ) , , ( ) ( , ) , , ( ) ( , )
t t

r r r r r r

r h r h

v x t v x t f x x v x d f x x v x d
 

                   

    (2) (1) (1) (0) (2) (1) (1) (0)
0 0 2

( -1)

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
t

r r r r

r h

L x x v x v x d hL x x v v                   . 

Таким образом, имеет место оценка 
(2) (1)

2
v v   (2) (1) (1) (0)

0 2
( ) ( )hL x x v v       , 

откуда, учитывая (21), получим основное неравенство: 
(2) (1)

2
v v    (1) (0) (1) (0)

0 1, 2 0 12 2
( )max{1, } 1 ( )h ,hhL x hL hL v v q x v v         , 

т.е. (2) ( ,[ ])v x t  (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  . 

Предполагая, что пара ( 1) ( 1) (0) (0)( ( ), ( ,[ ])) ( ( ), ( )) ( ( ,[ ]), ( ))k k
vx v x t S x x S v x t x 

        , [0, ]x  , най-
дена и установлены оценки 

   )()( )2()1( xx kk
2

)3()2(
02,1

~~},1max{)(   kk
h vvhLhLx , (22) 
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 ( 1) ( 2)

2

k kv v   ( 2) ( 3)
1 2

( ) k k
,hq x v v    , (23) 

 ( 2) ( 2)
1, ( , ( ), )k k

hQ x x v   ( 2) ( 3)
2 0 2

max{1, } k khL hL v v   , (24) 

k -е приближение по параметру ( ) ( )k x  найдем, решая уравнение 

 ( 1)
1, ( , ( ), ) 0, ( ) ([0, ], )k nN

hQ x x v x С R     . (25) 

Используя то, что ( 1) ( 2)
1, ( , ( ), ) 0k k

hQ x x v   , установим справедливость неравенства 

 ( 1) ( 1) ( 1) ( 2)
1, 2 0 2

( , ( ), ) max{1, }k k k k
hQ x x v hL hL v v        . (26) 

Возьмем ( 1) ( 2)
1 1, 2 0 2
( ) ( )max{1, } k k

k hx x hL hL v v 
      и покажем, что ( -1)

1 1( ( ), ( ) ( ))k
kS x x x      

(0)( ( ), ( ))S x x   . Действительно, для любого ( -1)
1 1( ) ( ( ), ( ) ( ))k

kx S x x x      , ввиду справедливо-
сти неравенств (15), (16), (18), (22), (23), (26), выполняется следующее: 

(0) ( 1) ( 1) ( 2) (2) (1) (1) (0)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k kx x x x x x x x x x                      

 ( 2) ( 3) (1) (0) (1) (0)
-1 1 1, 2 0 2 2

( ) ( ) ( )max{1, } ( ) ( )k k
k hx x x hL hL v v v v x x                    

 1 2 (0)
1, 2 0 1, 1, 1, 12

( )max{1, } ( ( )) ( ( )) ( ) ( )k k
h h h hx hL hL q x q x q x v x          

1,(0) (0) (0)
1, 1, 1, 2 0 12

1,

( )
( ) ( , ( ), ) ( )max{1, } ( )

1 ( )
h

h h h
h

q x
x Q x x v x hL hL v x

q x
      


   

(0) (0)
1, 1, λγ ( ) ( ,λ ( ), ) ( ).h hx Q x x v x    

следовательно, ( -1)
1 1( ( ), ( ) ( ))k

kS x x x     (0)( ( ), ( ))S x x  . 

Оператор ( 1)
1, ( , ( ), )k

hQ x x v    в ( -1)
1 1( ( ), ( ) ( ))k

kS x x x     удовлетворяет всем условиям теоремы 1 

[1; 41], поэтому в этом шаре существует решение ( ) ( )k x  уравнения (25) и справедлива оценка 

 ( ) ( 1)( ) ( )k kx x    ( 1) ( 1)
1, 1,( ) ( , ( ), )k k

h hx Q x x v    . (27) 

По найденному ( ) ( ) ( ) ( )
1 2( ) ( , , , )k k k k

Nx      ([0, ], )nNС R , используя формулу 

 ( ) ( ) ( 1)

( 1)

( , ) , , ( ) ( , )
t

k k k
r r r

r h

v x t f x x v x d



       ,   ( , ) rx t  , 1:r N , 

определим компоненты системы функций  ( ) ( ) ( ) ( )
1 2( ,[ ]) ( , ), ( , ), , ( , )k k k k

Nv x t v x t v x t v x t     и установим для 

всех ( , ) rx t  , 1:r N , оценки: 

 ( ) ( 1)

2

k kv v   ( 1) ( 2)
1 2

( ) k k
,hq x v v    . (28) 

Если ( ) ( )
1, 1,( ) ( ) ( , ( ), ) 0k k

k h hx x Q x x v     , то ( ) ( )
1, ( , ( ), ) 0k k

hQ x x v  , т.е. пара ( ) ( )( ( ), ( ,[ ])k kx v x t  , 

[0, ]x  , является решением задачи с функциональными параметрами (6)–(9). 
Используя (26), (27), установим, что 

 ( ) ( 1)( ) ( )k kx x    ( 1) ( 2)
1, 2 0 2

( )max{1, } k k
h x hL hL v v    . (29) 

Из (28), (29) и условия 2) теоремы следует, что последовательность пар ( ) ( )( ( ), ( ,[ ])k kx v x t  , 1,2,k   , 

при k   сходится к решению * *( ( ), ( ,[ ])x v x t   задачи с функциональными параметрами (6)–(9), 

причем, в силу неравенств 4), 5) теоремы, пары ( ) ( )( ( ), ( ,[ ])k kx v x t  , 1,2,k   , и * *( ( ), ( ,[ ])x v x t   при-

надлежат (0)( ( ), ( ))S x x   (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  . 
Ввиду (28), (29) легко показать, что при всех 1,2,k    

 ( ) (0)

2

kv v  1 (0)

2
1

( )

1 ( )
,h

,h

q x
v

q x



 , (30) 

  )()( )0()( xxk
2

)0(
02

1

,1 ~},1max{
)(1

)(
vhLhL

xq

x

,h

h




. (31) 

Переходя к пределу при k  в неравенствах (30), (31), получим оценки (13) и (14) теоремы. 
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Покажем изолированность решения задачи с функциональными параметрами. Пусть пара 

( ( ), ( ,[ ])x v x t   — решение задачи (6)–(9) в (0)( ( ), ( ))S x x   (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x  . Tогда найдутся не-

прерывные на [0, ]  функции 1( ) 0x  , 2 ( ) 0x   такие, что (0)
1( ) ( ) ( ) ( )x x x x       , 

(0)
22
( ) ( )vv v x x       . Легко показать, что (0)

1( ( ), ( )) ( ( ), ( ))S x x S x x     , 2( ( ,[ ]), ( ))hS v x t x   

(0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x   . Действительно, если 1( ) ( ( ), ( ))x S x x    , 2( ,[ ]) ( ( ,[ ]), ( ))hv x t S v x t x   , то 
(0) (0) (0)

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x x x x                      

(0) (0) (0)
22 2 2 2
( ) ( )vv v v v v v x v v x                  , 

т.е. (0)( ) ( ( ), ( ))x S x x    , (0)( ,[ ]) ( ( ,[ ]), ( ))h vv x t S v x t x    . 
Возьмем функцию ( ) 0( ( ) [0, ])x x C      такую, что 

 1,( ) ( ) 1hx x   ,      1,
2 0

1,

( )
1 max{1, } 1

1 ( ) ( )
h

h

x
hL hL

x x

 
      

. (32) 

В силу условия B и структуры матрицы Якоби 1, ( , ( ), )hQ x x v 



 следует ее равномерная непрерыв-

ность в 1( ( ), ( ))S x x  
2( ( ,[ ]), ( ))hS v x t x . Поэтому найдется функция 1 2( ) (0,min{ ( ), ( )}]x x x    , 

( ) [0, ]x C   , при которой 1, 1,( , ( ), ) ( , ( ), )
( )h hQ x x v Q x x v
x

   
  

 

  
 для всех 

( ( ), ( ,[ ])) ( ( ), ( ))x v x t S x x     ( ( ,[ ]), ( ))hS v x t x . 

Так как ( ( ), ( ,[ ])x v x t   — решение задачи (6)–(9), то 1, ( , ( ), ) 0hQ x x v   . 

Пусть пара ( ( ), ( ,[ ])x v x t
 

   — другое решение задачи (6)–(9) в ( ( ), ( ))S x x   ( ( ,[ ]), ( ))hS v x t x . 

Компоненты систем функций 1 2( ,[ ]) ( ( , ), ( , ), , ( , ))Nv x t v x t v x t v x t       , 1( ,[ ]) ( ( , ),v x t v x t


   

2 ( , ), , ( , ))Nv x t v x t
 
   являются решениями задачи Коши (6), (7) соответственно при ( ) ( )r rx x    и 

( ) ( )r rx x


   , поэтому на r  для всех 1:r N  имеют место соотношения 

 
( 1) ( 1)

( , ) ( , ) , , ( ) ( , ) , , ( ) ( , )
t t

r r r r r r

r h r h

v x t v x t f x x v x d f x x v x d
  

 

               
        

0 0 2
( ) ( )hL x x hL v v

 

        , 

откуда 

 0 02 2
( ) ( )v v hL x x hL v v

  

           . (33) 

В силу того, что 1, ( , ( ), ) 0hQ x x v    и 1, ( , ( ), ) 0hQ x x v
 

  , из равенств 
1

1,
1,

( , ( ), )
( ) ( ) ( , ( ), )h

h

Q x x v
x x Q x x v


  

        

     , 

1

1,
1, 1,

( , ( ), )
( ) ( ) ( , ( , ( ), )h

h h

Q x x v
x x Q x Q x x v


     
        

 
  

следует, что 

 












































 1

0

,1,1

1

,1 )
~~),(

~
,()

~~)),()(
~

()(,()
~~),(

~
,(

)()(
~

d
vxxQvxxxxQvxxQ

xx hhh  
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1

1,
1, 1,

( , ( ), )
( ( ) ( )) ( , ( ), ) ( ( ), )h

h h

Q x x v
x x Q x x v Q x x v


                     

    . 

Оценив по норме обе части этого равенства, после несложных преобразований получим: 

1,
1, 1,

1,

( )
( ) ( ) ( , ( ), ) ( ( ), )

1 ( ) ( )
h

h h
h

x
x x Q x x v Q x x v

x x

   
       

  
    

 1,
2 0 2

1,

( )
max{1, }

1 ( ) ( )
h

h

x
hL hL v v

x x


 

  
  . (34) 

В силу (34) из (33) следует, что 

 1,
0 2 02 2

1,

( )
max{1, } 1

1 ( ) ( )
h

h

x
v v hL hL hL v v

x x

  
        
     . (35) 

На основании (32) из (33), (35) заключаем, что ( ,[ ]) ( ,[ ])v x t v x t


  , ( ) ( )x x


   , [0, ]x  . Tеорема 1 
доказана. 

На   равенствами ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( , )k k k
r rv x t x v x t    , ( , ) rx t  , 1:r N , ( ) ( )( , ) ( )k k

Nv x T x    
( )

0
lim ( , )k

N
t Nh

v x t
 

   определим кусочно-непрерывную функцию ( ) ( , )kv x t , 1,2,k   . 

Ввиду эквивалентности задач (1), (2) и (6)–(9) из теоремы 1 следует 
Теорема 2. Пусть существуют 0 :h Nh T   ( 1,2, )N   , непрерывные на [0, ]  функции 

( ) 0x  , ( ) 0v x  , ( ) 0v x  , при которых выполняются условия А, В, матрица Якоби 

1, ( , ( ), )
:h nN nNQ x x v
R R

 





 обратима для всех 

(0)( ( ), ( ,[ ])) ( ( ), ( ))x v x t S x x     (0)( ( ,[ ]), ( ))h vS v x t x   

и имеют место неравенства 1)-5) теоремы 1. Тогда последовательность функций ( ) ( , )kv x t , 1,2,k   , 

содержится в   0 ( , ), ( )vS v x t x , сходится к * ( , )v x t  — изолированному решению задачи (1), (2) в 

  0 ( , ), ( )vS v x t x  и справедлива оценка 

 * (0) (0)
1, 1, 2 0 2[0, ]

1,

1
max ( , ) ( , ) ( ) ( )max{1, }

1 ( ) h h
t T

h

v x t v x t q x x hL hL v
q x

   


 . 
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