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О существовании и дифференциальных свойствах решений одного класса 
сингулярных дифференциальных уравнений смешанного типа 

About existence and differential characteristics of the decisions of one class  
singular differential equations of the mixed type 
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Таразский институт Международного казахско-турецкого университета им. А. Ясауи (e-mail: iqisinovsabit@mail.ru) 

Коэффициенттері өспелі аралас типті сингулярлы теңдеулер класы қарастырылды. Шешімнің бар 
болуы жəне жалғыздығы зерттелді. Шешімді құру əдісі көрсетілді. Коэффициенттерге қойылған 
кейбір шектеулермен шешімнің Соболев кеңістігіндегі коэрцитивті бағалары алынды. 

The class of singular equation of mixed type with increasing coefficient is considered.The existence and sin-
gleness of solving is investigated. The method of construction of solving is expounded. In some restriction to 
coefficient the coercitive marks of solving in the space of Sobolev are received. 

 

Введение и формулировка результатов 

Пусть   11,:,  yxyx . Рассмотрим дифференциальный оператор 

 ,)()()( uxcuxauuykLu xyyxx    )(),( 0  Cyxu  (1) 

с непрерывными коэффициентами, где )( yk  – непрерывная функция на [-1,1] и 0)0(,0)(  kyyk , 

)(0 C  – множество, состоящее из бесконечно дифференцируемых функций и удовлетворяющее 
условиям 0)1,()0,(  xuxu , финитных по переменной x . 

В случае неограниченной области задача о разрешимости и гладкости решений уравнений 
смешанного типа, оценки их решений в различных пространствах изучены в работах [1–5]. 

Обозначим через ),( bK   класс коэффициентов, удовлетворяющих следующим условиям: 

i) 0)(,0)( 0  xcxa  — непрерывные функции в R  ( ),( R ); 

ii) )()()( 1
2

0 xсcxaxсc  , 00 c , 01 c — постоянные числа; 

iii) )()()()()(
2

tctcxctaxa   

для всех Rtx ,  таких, что )(tbdtx  , 
 2

1

)(

1
)(

tc
td  , 0 , 0b .  

Теорема 1. Пусть ),()(),( bKxcxa  . Тогда найдутся числа 0  и 0b  такие, что, если 

),()(),( bKxcxa   при некоторых ),0( 0  и 0bb  , и замыкание L  оператора 

uxcuxauuuL xyyxx )()(0  , )()( 00  CLD  в )(2 L  существует. 

Теорема 2. Пусть ),()(),( bKxcxa  . Тогда найдутся числа 0  и 0b  такие, что, если 

),()(),( bKxcxa   при некоторых ),0( 0  и 0bb  , и оператор L  имеет непрерывный обратный 
оператор. 
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Теорема 3. Пусть ),()(),( bKxcxa  . Тогда найдутся числа 0  и 0b  такие, что, если 

),()(),( bKxcxa   при некоторых ),0( 0  и 0bb  , и будет справедлива оценка  

2222
Lucuuu yx  , 

где 0с  – постоянное число. 

1. Оператор с постоянными коэффициентами 
 

Рассмотрим оператор 
 uxcuxauuykuuL jxjyyxxj ))(()()(   (1.1) 

на )(0 C , 0 , где Rx j   (их специальный выбор будет сделан позже), ...,2,1j . 

Нетрудно проверить, что оператор EL j   допускает замыкание в 2L , и замыкание также 

обозначим через EL j  . 

Утверждение 1.1. Пусть выполнены условия i)-ii). Тогда: 

а) для любого )( jLDu  справедлива оценка 
2,12

( )jL E u с u     2,1
u — норма простран-

ства 1
2 ( )W  ; 

б) оператор EL j   при 0  непрерывно обратим. 

Утверждение 1.2. Пусть выполнены условия i)-ii). Тогда справедливы оценки: 

а )







)(
)( 0

22

1

j
j xc

c
EL ;  б)

)(
)( 1

22

1

j

jx
xa

c
ELD 



 ;  

в )







)(
)( 2

22

1

j

jy
xc

c
ELD ,  (1.2) 

где 0 1 20; 0; 0с c c   — постоянные числа. 
Для доказательства этих утверждений докажем предварительно несколько лемм. 
Рассмотрим оператор 

 uxcxitatykuuul jjyytj ))()()(( 2
,     (  t ), 

первоначально определенный в )1,0(0
С , где )1,0(0

С  — множество, состоящее из бесконечно диффе-
ренцируемых функций и удовлетворяющее условиям 0)1()0(  uu .  

Лемма 1.1. Пусть выполнены условия i)- ii). Тогда: 

а) , ,22
( ) ( ) , ( ),j t j j tl E u a x t u u D l    t ; (1.3) 

б)  , ,22
2 ( ) ( ) , ( ),j t j j tl E u c x u u D l t         ; (1.4) 

в) , ,22

1
( ) , ( )

( )
j t j t

j

l E u u u D l
c x




  


. 

Лемма 1.2. Пусть выполнены условия i)-ii) и 0 . Тогда оператор )( , El tj   непрерывно обра-

тим в )1,0(2L , причем 

 1
, 2 2

2
( )

( )j t
j

l E
с x







 


. (1.5) 

Доказательство леммы 1.1. Для всех )1,0(0
Cu  имеем 

 
1

2
,

0

, ( ( ( ) ( ) ( ) )j t yy j jl u u u u k y t ita x c x u udy               

 
1

2 22

0

( ( ) ( ) ( ) )y j ju k y t ita x c x u dy         . (1.6) 
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Отсюда, а также используя свойства комплексных чисел, получаем, что 

 
1

2 2

, 2
0

, ( ) ( )j t j jl u u u i t a x u dy t a x u     . (1.7) 

Из (1.7), пользуясь неравенством Коши, находим, что 

 
22, )( uxatuul jtj  , (  t ). (1.8) 

Пункт а) леммы 1.1 доказан. 
Докажем пункт б) леммы 1.1. Из (1.9), используя неравенства Коши с 0  и Коши-

Буняковского, получим: 

 
1 1

2 2 2 2 22
, 22

0 0

( )1
( ) ( ( ) ) ( ) ,

2( ( ) ) 2
j

j t j
j

c x
l E u u u c x u dy k y t u dy

с x

                (1.9) 

где  )( jxc . 

Умножим обе части неравенства (1.8) на множитель 
))((2

1

jxс
. Тогда 

 

2 2
2 2

, 22

( )1
( )

2( ( ) ) 2( ( ) )
j

j t
j j

t a x
l E u u

с x с x


 
 

 
. (1.10) 

Из (1.9) и (1.10) следует, что 

 
1

2 2 2

, 2
0

( )2
( ) ( ( ) )

2( ( ) ) 2
j

j t j
j

с x
l E u u c x u dy

с x


 


   
          

  

 
21

2 2

0

( )
( )

2( ( ) )
j

j

a x
t k y u dy

с x 
 

  
  

 . (1.11) 

Отсюда, учитывая условие ii), получаем, что 

 
2 2 2

, 2

1 1
( ) ( ( ) )

( ) 2j t j
j

l E u u c x u dy
с x

 






       . (1.12) 

Из (1.12) вытекает, что 

  , 22
2 ( ) ( )j t jl E u с x u    . 

Таким образом, пункт б) леммы 1.1 доказан. 
Из (1.12) также следует доказательство пункта в) леммы 1.1. 
Доказательство леммы 1.2. Повторяя выкладки и рассуждения, использованные в работе [5], 

получаем доказательство леммы 1.2.  

Доказательство утверждения 1.1. Для  )(0  Cu  рассмотрим функционал 

  





1

0

)))()()((,)( udxdyuxcuxauuykuuEL jxjyyxxj  

     

















1

0

2
1

0

1

0

1

0

)()()( dxdyuxcudxdyuxaudxdyuudxdyuyk jxjyyxx . (1.13) 

Интегрируя по частям и учитывая, что 0 ( ),u C   имеем: 

 2 2 2( ) , ( ) ( ( ) )j y x jL E u u u k y u c x u dydx 


           

   


 dxdyuykdydxuxcu xjy
222 )())(( . (1.14) 

Ре
по
зи
то
ри
й К
ар
ГУ



Муратбеков М.Б., Мусилимов Б.М., Игисинов С.Ж. 

48 Вестник Карагандинского университета 

Отсюда, пользуясь неравенством Коши с 0 , находим, что 

   2
2 2 2

2

1
( ( ) ) ( )

2 2j y j xL E u u c x u dxdy k y u dxdy
 

  

          . 

Учитывая условие i), получаем, что  

   2
2 2 2

2

1 1
( ) ( )

2 2j y j xL E u u c x u dxdy k y u dxdy
  

       . (1.15) 

Теперь для )(0  Cu  рассмотрим следующий функционал: 

  


dxdyuudxdyuuykuuEL xyyxxxxj )(,)(  

  


 udxdyuxcdxdyuuxa xjxxj )()( . (1.16) 

Непосредственно можно убедиться, что 

 0)( 


dxdyuuyk xxx ; 0


dxdyuu xyy ;   


 02 udxdyuxc xj . (1.17) 

Из равенства (1.16), учитывая (1.17), имеем, что 

   2, x j xLu u u a x u dxdy


   . 

Отсюда, используя условие i) и применяя неравенство Коши, находим, что  

   2 22
0 22

j xL E u u   . (1.18) 

Умножая обе части неравенства (1.18) на 0c  и складывая полученное неравенство с (1.15), полу-

чаем, что 

        2 2
2 2 2 2

0 0 0
2 2

1 1
( ) .

2 2j j y j xL E u с L E u u c x u dxdy с k y u dxdy   
  

            (1.19) 

Здесь выберем 00 c  так, что 2
0 0

3
,

2
c m    )(max

11
ykm

y
 . 

Тогда  

     2
2 2 2

0
2

1 1

2 2j y x jc L E u u u c x u dxdy 
 

                

 
22 2 2

2,1

1 1

2 2y xu u u dxdy u


      . (1.20) 

Пункт а) утверждения 1.1 доказан. 

Существование   1 EL j  и ограниченность на  ELR j   следует из (1.20). Осталось показать 

существование правого обратного оператора. Для этого рассмотрим уравнение 

      0( )j xx yy j x jL u u k y u u a x u с x u f С           . (1.21) 

Применяя преобразование Фурье по х, получаем что  

       2
, ( ) ,j t yy j ju u u k y t ita x c x u f t y              ,  (1.22) 

где 

     

 


R

ixt

tx
dxeyxuyxuFytu ,

2

1
,),(~ ; 

   

 


R

itx

tx
dxeyxffFytf ,

2

1
),(

~
. 

Из леммы 1.2 следует, что 

   fElu tj

~~ 1
,

 . (1.23) 
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Далее, используя обратный оператор 1

xt
F , имеем 

     fElFuFyxu tj
xtxt

~~, 1
,

11 







   

или 

       fElFfELyxu tj
xt

j

~
, 1

,
11 



  . (1.24) 

Нетрудно проверить, что оператор   1 EL j  имеет непрерывное продолжение в )(2 L . 

Утверждение 1.1 полностью доказано. 
Доказательство утверждения 1.2. Из (1.24), пользуясь свойствами преобразования Фурье, 

получаем, что  

        







 fElFfElFfELu t
xt

t
xt

j

~
,

~ 1111
2

2

12

2
 

        
1 12 2 21 1

, ,
2 20 0

, sup ,j t j t
t R

l E f t y dy dt l E f t y dydt 
 

 

 

 
    

 
     . 

Отсюда и из леммы 1.2 находим 

  
  

21
0

2
2

j

j

c
L E

с x





 


,  40c . (1.25) 

Пункт а) утверждения 1.2 доказан. Здесь мы воспользовались свойствами преобразования Фурье в 
пространстве .2L  

Рассмотрим 

       



 



 ytfElF
x

fELDu tj
xt

jxx ,
~1

,
11  

         1 11
, ,

1
, ,

2
ixt

j t j t
t x

l E f t y e dt F it l E f t y
x

 



 





   
    . 

            







 yxfElitFyxfElitFu tj
xt

tj
xt

x ,
~

,,
~ 1

,
11

,
12

2
 

      
12 2 21 1

, ,
2 2 0

, sup ( , )j t j t
t R

it l E f t y dt it l E f t y dy dt 
 

 

 

           
   
    . 

В силу пункта а) леммы 1.1 получаем, что 

   2

22
1

2

2

1

)(
f

xa

c
fELD

j

jx   ,  

где  21c . 
Последнее неравенство доказывает пункт б) утверждения 1.2. 

Непосредственно вычисляя, получим 

 



 



 ),(
~

)()( 1
,

11 ytfElF
y

fELD tj
xt

y  

 ),(
~

)(),(
~

)(
2

1 1
,

11
, ytfEl

y
FdtеytfEl

y tj
xt

ixt
tj










 







  . 

Теперь оценим норму 

 







 







 ),(
~

)(),,(
~

)()( 1
,

11
,

12

2

1 ytfEl
y

FytfEl
y

FfELD tj
xt

tj
xt

jy  

 







  ),(
~

)(),,(
~

)( 1
,

1
, ytfEl

y
ytfEl

y tjtj  
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 






















  








 dtfEl
y

dtdyytfEl
y tjtj

2

2

1
,

21

0

1
,

~
)(),(

~
)(  

 
2

2

2

2

1
,

2

2

2

2

1
, )(sup2),(

~
)(sup fEl

y
dtytfEl

y tj
Rt

tj
Rt









 










 . 

Отсюда, в силу пункта в) леммы 1.1, имеем 

 
2

2
2

2

2

1

))((
)( f

xc

c
fELD

j
jy 

  ,  22c . 

Из последнего неравенства следует доказательство утверждения 1.2. 

2. Построение правого обратного оператора для оператора  EL   

В дальнейшем нам будет нужна следующая лемма о покрытии. 
Лемма 2.1. Пусть выполнены условия i)- iii). Тогда существует такое покрытие 

1) 
 
  

j
j

j
jjj RC ),(,1 0

2 ; 

2) 1,0,
)(






x
RCjx

db

c
D ; 

3) )1(2
)(

)(

)1(2

1


 tc

xс
 при )(tbdtx  ; 

 
0,

)(

1
)(

2

1
 b

tc
td , 0 . 

4) Каждое множество j  может пересекаться не более чем с тремя множествами из семейства 

 
1


jj . 

Доказательство. Доказательство леммы проводится аналогичным образом, как в работах [6–8]. 

Теперь определим оператор  
 
  

j
jjj fELKf 1 ; )(0  Cf . 

Непосредственно можно проверить, что оператор К ограниченный и допускает замыкание в 
)(2 L  и )(LDKf  . 

Действуя на Kf  оператором   ,L E   имеем 

 
 

1
( ) ( ) ( ) ,j j j

j

L E Kf L E L E f f Af Bf


             (2.1) 

где 

 
  

1 1( ( ) ( ))(( ) ) ( ( ) ( ))(( ) ;j j j j x j j j j
j j

Af a x a x L E f c x c x L E f               (2.2) 

 
   

1 1 1( )( ) ( ) 2 (( ) ) .
x xx xj j j j j j j j j x

j j j

Bf a x L E f L E f L E f                    (2.3) 

Итак, нами доказана следующая  

Лемма 2.2. Пусть выполнены условия i)- ii). Тогда для любой функции )(0  Cf  справедливо 
равенство 
     fBAEKfEL  , (2.4) 
где операторы А, В определяются по формулам (2.2)–(2.3). 

Лемма 2.3. Пусть выполнены условия i)- iii). Тогда найдутся числа 0  и 0b  такие, что, если 

),()(),( bKxcxa   при некоторых ),0( 0  и 0bb  , то операторы А и В будут ограничены, причем 

1
22



BA . 

Лемма 2.4. Пусть выполнены условия i)- iii), и пусть 1
22



BA . Тогда  

     11   BAEKEL пр , (2.5) 
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где   1 прEL  — правый обратный оператор оператора  EL  . 

Доказательство. По предположению леммы 2.3 1
22



BA . Пользуясь этим неравенством и 

равенством (2.4), приходим к представлению (2.5). 
Доказательство леммы 2.3. Оценим норму оператора А в 2L . Для этого будем оценивать каждое 

слагаемое отдельно. 

 
 

 

2

2

1)())()((
j

jjxjj fELDxaxa  

 
 
 


  dxdyfELDxaxa
j

jjxjj

2

1)())()((  

 
 
  







 
j

j

j
jjxjj

j

dxdyfELDxaxa

2
1

1

1)())()(( . (2.6) 

Здесь мы воспользовались тем, что на j  количество j , отличных от нуля, не больше трех. Далее, 

согласно утверждению 1.2 и лемме 2.1, из (2.6) имеем 

 
   

  

j
jjxjj

j
jjxjj fELDxaxafELDxaxa

2

2

1

2

2

1 )())()((12)())()((  

 
   

   
 

2

22 21
2 22

12 sup ( ) ( ) ( ) 12supsup
j j

j

j x j j
x j xj

j

a x a x
a x a x D L E f f

a x
 

 


    . (2.7) 

Теперь оценим норму второго слагаемого оператора A . Здесь, учитывая утверждение 1.2 и 
повторяя выкладки, использованные при доказательстве неравенства (2.7), можно убедиться, что 

      
     

2 2
1 2

2 2
2

( ) ( )
12supsup

( )j

j

j j j j j
j xj jj

c x c x
c x c x L f f

c x
   






     . 

Так как 
 

2

2

2

2
ff

j
j  , то из последнего неравенства получим 

      
   

2 2
1 2

2 2

2

( ) ( )
12supsup

( )j

j

j j j j
j xj j

c x c x
c x c x L f f

c x
  






    . (2.8) 

С помощью неравенств (2.7) и (2.8) находим 

 
   


 

2

2

112

2
)())()(()())()(( fELDxcxcfELDxaxaAf j

j
xjjj

j
xjj  

 
   

2 2

2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
24 supsup supsup

( )( )j j

j j

j x j x jj

a x a x c x c x
f

c xa x 

  
  
 
 

. (2.9) 

Теперь оценим норму оператора B . Рассмотрим первое слагаемое. Согласно лемме 2.1 и 
утверждению 1.2 имеем 

 
   

2 22
2 21 1

2 2 22
2

( )
( )( ) 12 sup ( )

x
j

j j j j j
xj j j

c a x
a x L E f L E f

b d
     


    . 
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Отсюда и в силу пункта )а  утверждения 1.2 получаем 

 
   

2

2222

222

2

1

))((

)(
supsup12))(( f

xcdb

xac
fELxa

jjxjj
jjj

j
x 




 . (2.10) 

Теперь рассмотрим второе слагаемое оператора :В  

 
   

2

2244

4
2

2

1

))((
supsup12)( f

xcdb

c
fEL

jjxjj
jjj

j
xx 




 .  (2.11) 

Для третьего слагаемого оператора ,B  непосредственно вычисляя, получаем, что 

  
   

2

2222

2
2

2

1

)(
supsup242 f

xadb

c
fELD

jj
xjj

jxj
j

x


  . (2.12) 

В результате (2.10) – (2.12) получаем, что 

 
          




















222

2

(
244

24

222

22
2

2
)(

supsup2
)(

)(
supsup

)(

)(
supsup12

jj
xjjjxjjjxj xadb

c

xcdb

xac

xcdb

xac
B

jjj

. (2.13) 

Для справедливости леммы 2.3 теперь надо брать 0  и 0b  так, чтобы 1 BA . 

Далее предположим 

   
 

j
jj

j
jj xcxcxaxa 22 )()(~,)()(~ ; 

  )(,)(~)(~~
0  CuuuxcuxauuuEL xyyxx ; 

    )(,)(~)(~)(~~
0  CuuuxauxcuxauuuEL xxyyxx , 

где L ~
 — формально сопряженный оператор. Заметим, что на функциях )(, 0  Cu выполняется 

равенство 

 LuuL
~

,,
~

;          )(, 0  Cu . 

Введем оператор 

 
 
 



j
jjj fELfM

1## ,   )(0  Cf . 

где 
1# 

jL  — оператор, обратный к оператору )(,)()( 0
#  CuuxcuxauuuL jxjyyxxj . 

Лемма 2.5. Пусть выполнены условия i)- ii). Тогда для любой функции )(0  Cf  справедливы 
равенства 

     fBAEKfEL 11
~  ; (2.14) 

    #
2 2 ,L E M f E A B f       (2.15) 

где  

   
 

  
 

1 1

1 ( ) ( ) ( ) ( )j j j j j j j j
xj j

A f a x a x L E f c x c x L E f     
            ; 

 
 

 
 

 
 

1 1 1

1 ( ) 2j x j j j xx j j j x j j
xj j j

B f a x L E f L E f L E f        
             ; 

   
 

1#
2 ( ) ( )j j j j

xj

A f a x a x L E f  
       ; 

 
 

   
 
 



j
jjxj

j
jjxj fELxafELxafB

1#1#
2 )(~)(~ . 

Здесь учтено, что 0
yyj , 0

yj . 
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Доказательство. Действуя на Kf оператором  EL ~
, имеем  

    fBAEKfEL 11
~  . 

Точно так же, действуя оператором  EL ~
 на # ,M f  получаем, что 

    fBAffMEL 22
#~  . 

Лемма 2.6. Пусть выполнены условия i)- iii). Тогда найдутся числа 0  и 0b  такие, что, если 

),()(),( bKxcxa   при некоторых ),0( 0  и 0bb  , то существуют операторы 2211 ,,, BABA  с 

нормами 
2

1
2
 ii BA , 2,1i  такие, что выполняются равенства 

     1
11

1~ 
 BAEKEL пр ; (2.16) 

     1
22

#1~ 
 BAEMEL пр , (2.17) 

где   1~ 
 прEL ,   1~ 

 прEL  — операторы, правые обратные, соответственно к операторам EL 
~

, 

EL 
~

. 
Доказательство. Оценим 

21A . Для этого в силу леммы 2.3 распишем оператор 1A  

    
 

  
 

2
1 12

1 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) .j j j j j j j j
xj j

A f a x a x L E f c x c x L E f     
             (2.18) 

Оценим норму оператора А в 2L . Для этого будем оценивать каждое слагаемое отдельно. 
Используя утверждения 1.2, получаем, что 

 
 
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  


 
j j

jjxjj

j

dxdyfELDxaxa

2

1)())()(~( . 

Здесь мы воспользовались тем, что на j  количество ,j  отличных от нуля, не больше трех, где  

  ( , ) : ,0 1j jx y x y     . 

На основании сказанного выше из (2.8) имеем 

 
 

 

2
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1)())()(~(
j

jjxjj fELDxaxa  
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2

2
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)()()(~sup12 fELDxaxa jjxj

j x j

 


 . (2.19) 

Согласно лемме 2.1 1
1

1

2 




j

j
j , jx  . Учитывая это и условия i)-iii), имеем 

 )()2(2)()()()()()(~
1

1

2
1

1

2
1

1

2
j

j

j
jj

j

j
jjj

j

j
jjj xaxaxaxaxaxaxa  













. (2.20) 

Из неравенства (2.19) с помощью неравенств пункта )б  утверждения 1.2 и равенства (2.20) получаем, 
что 

 
 

2

2
22

2

2

1 )2(48)())()(~( ffELDxaxa
j

jjxjj   . (2.21) 

Далее, повторяя выкладки и рассуждения, использованные при доказательстве неравенства 
(2.21), находим, что  
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 

2

2
23

2

2

1 )2(48)))(()(~( ffELxaxс
j

jjjj   . (2.22) 

В результате из равенства (2.18) с помощью (2.21) – (2.22) получаем неравенство  

  2 22 2 3 2
1 2 2

48 (2 ) (2 )A f f       . (2.23) 

Отсюда  

  23222

221 )2()2(48 


A . (2.24) 

Оценим норму оператора 1B . Рассмотрим первое слагаемое: 

  
   

 
2 22 21 1 2

2 2 22
2

( )
( ) 12 sup

j

j x j j j j
xj j j

c a x
a x L E f L E f

b d
    

 


     


  

 
   

2

2222

22

)(

1)(~
supsup12 f

xcdb

xac

jjxj j 















. (2.25) 

С другой стороны, имеем 

 )()()()()(~
11

1

1






  jjj

j

j
jj xaxaxaxaxa  

при jx  . Отсюда и согласно лемме 2.1 получим 

 )(13)(~
jxaxa  . (2.26) 

В результате из (2.25) с помощью (2.26) получаем, что 

  
     

2

2222

222

2

1

)(

)()1(9
sup12)(~ f

xcdb

xaс
fELxa

jj

j

jj
jjxj




  . (2.27) 

Далее, пользуясь оценкой )a  утверждения 1.2, непосредственно вычисляя, имеем: 

  
 

 
 

  

j
jjxxj

j
jjxxj fELfEL

2

2

1

2

2

1 12  

  
     

4212 2 2

24 4 222

1
12 max 12sup

( )j

j xx j j
jj x j j

c
L E f f

b d c x
  







    


 , (2.28) 

где 






 


)(supsup xс j

Rxj
. 

Точно так же  

  
   

2

2222

2
2

2

1

)(

1
sup482 f

xadb

c
fELD

jjjj
jjxxj   . (2.29) 

Неравенства (2.27)-(2.29) дают 

 
          

























 222

2

244

4

222

22
2

221
)(

sup48
)(

1
sup12

)(

)()1(9
sup12

jj
jjjjjj

j

j xadb

c

xcdb

c

xcdb

xaс
B , (2.30) 

где 0с — постоянное число. 
Теперь для справедливости леммы 2.3 выберем   и b  так, чтобы 

 
2

1
2212212211 


BABA . (2.31) 

Точно так же  

 
2

1
2222 


BA . (2.32) 
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Эта оценка доказывается таким же путем, как (2.31). 
Лемма 2.7. Пусть выполнены условия леммы 2.6. Тогда справедливо равенство 

     1
11

1~ 
 BAEKEL .  (2.33) 

Доказательство. Из общей теории операторов известны следующие утверждения: 

 )
~

()
~

()( *
2 LNLRL   ,   





 

*

2
~

)
~

()( LNLRL  , 

где   — ортогональное дополнение, ** ~
)

~
( LKerLN  ,     





 





 

** ~~
LKerLN . 

Из равенств (2.16), (2.18) следует, что  

 0)
~

( * LN ,   0
~ *






 LN . (2.34) 

Так как     *
,D L D L   то из равенства (2.34) следует, что  

 0)
~

( LN . (2.35) 
Учитывая (2.35), из (2.17) имеем  

     1
11

1~ 
 BAEKEL . 

Лемма 2.7 доказана. 
Лемма 2.8. Пусть выполнены условия леммы 2.7. Тогда 0KerK . 
Доказательство. Поскольку   011  BAEKer , то из (2.33) и (2.35) следует, что 0KerK . 

Лемма 2.8 доказана. 
Лемма 2.9. Пусть выполнены условия утверждения 1.2. Тогда оператор L  допускает замыкание. 

Доказательство. Пусть  nn Luu ,0   ...,2,1),(),( 02   nCuLu n . Из леммы 2.8 

следует, что nu  представима в виде )(2  LK n , так как )()
~

()(0 KRLDC  . Поэтому при n  
имеем 
    nnn BAELKLu . 
Отсюда  

    1BAEn ,    1BAEKK n . 

Из того, что 0 nn Ku , получаем   01  BAEK . Откуда заключаем 0 . Лемма доказана. 
Лемма 2.10. Пусть выполнены условия леммы 2.6. Тогда 0KerL . 
Доказательство. Пусть 0Lu ,   0,  uLDu . Тогда для этой функции существует 

последовательность  1nnu  такая, что 

 LuLuuu nn  , , )()(0 LDCun   . 

Теперь, используя представление nn Ku  , 2 ( ),n L    получаем, что  

   0 nnn BAELKLu  (2.36) 

при n . Поскольку   0 BAEKer , то из (2.36) следует, что 0n . Из представления 

nn Ku   получаем, что 0nu . Следовательно, 0u . Лемма доказана. 
Доказательства теорем 1–3. Доказательства теорем 1 и 2 следуют из лемм 2.9 и 2.10. Теорема 3 

доказывается с помощью утверждений 1.1–1.2 и лемм 2.9 и 2.10. 
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О существовании и единственности решений одного класса  
сингулярных уравнений смешанного типа 

About existence and unique decisions  
of one class singular equations of the mixed type 

Муратбеков М.Б., Медетбеков Б.М., Игисинов С.Ж. 

Таразский институт Международного казахско-турецкого университета им. А. Ясауи (e-mail: iqisinovsabit@mail.ru) 

Аралас типті сингулярлы дифференциалдық теңдеулердің бір класы қарастырылды. Шенелмеген 
облыс жағдайында шешімнің бар болуы мен жалғыздығы дəлелденді. Сонымен қатар осы шешімнің 
бағалары алынып, шешімді құру əдісі көрсетілді. 

The class of  singular equation of mixed type is considered. For unlimited area the existence and singles of 
solving is proved. Also estimations of this decisions are received. The method of construction of solving is 
expounded. 

 

Формулировка результатов 

Известно, что в случае неограниченной области свойства решений эллиптических уравнений ис-
следованы достаточно полно. В то же время для гиперболических уравнений и уравнений смешанно-
го типа этим вопросам посвящено гораздо меньше работ, а изучение их началось сравнительно не-
давно [1–4].  

Рассмотрим дифференциальное уравнение  

 ),,()()()( yxfuuycuyauuykLu xyyxx   )(),( 2
2 RLyxf  , (1) 

где )( yk  – кусочно-непрерывная, ограниченная функция, 0)( yyk  при 0y  и 0)0( k .   

В дальнейшем предположим, что коэффициенты )(),( ycya  удовлетворяют условию 

i) 0)(,0)( 0  ycya  – непрерывные функции в ),( R . 

Теорема 1. Пусть выполнено условие i). Тогда для уравнения (1) при любой )(),( 2
2 RLyxf   

существует единственное решение )(),( 2
2 RLyxu  . 

Теорема 2. Пусть выполнено условие i). Тогда для любого решения ),( yxu  уравнения справед-
лива оценка 

 
2222

)( fcuycuu yx  , 

где 0c  – постоянное число. 

На  )( 2
0 RC

 положим 

 uuycuyauuykuL xyyxx  )()()(0 . 

Нетрудно проверить, что оператор 0L  допускает замыкание, и обозначим его через L . 
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