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Қ.Жетпісов 

Е.А.Бөкетов атындағы Қарағанды мемлекеттік университеті 

«ДƏЛЕЛДЕУ»  ҰҒЫМЫНЫҢ  КЕЙБІР  ЕРЕКШЕЛІКТЕРІ  

В статье рассматривается связь между понятиями «полная система связок» и «доказатель-
ство формулы с помощью гипотез», т.е. связь между семантикой и синтаксисом. Показана 
методика построения доказательства формулы с помощью производных правила вывода. 

It is considered connection between notion “complete of connectives” and notion “proving of for-
mula from hypothesis”, i.e. connection between semantics and syntax. In is showed method of proving 
of formula from derived rules of  derivation. 

 
Тұжырымдар алгебрасы және предикаттар алгебрасы, сонымен қатар осы алгебралардың фор-

маль түрі — тұжырымдар мен предикаттар санағы қазіргі заманғы математикалық тілдің негізі болып 
есептелетіндіктен, олар «Математикалық логика», «Математикалық логика жəне дискретті математи-
ка» пəндерінің міндетті құраушылары болып табылады. Сондықтан олар — жоғары оқу орындарында 
оқылатын логика-математикалық бағыттағы барлық басқа да пəндерінің құраушылары. Осы пəндерді 
оқытып-үйретудің тəжірибесінен байқайтынымыз — формаль тілді құру негізінде, оның жалпы прин-
циптері мен қарарларымен танысуда, нақты санақ тілінің іскерлігі мен дағдысын қалыптасу процесі-
нің оң əсер ететіндігі. 

Қазіргі заманғы математиканың бірден-бір негіздік əдісі — формаль аксиомалық теориялар əді-
сін қолдану ерекшелігін қалыптастыруда жəне студенттердің оған дағдылануына, жеке жағдайда, тұ-
жырымдар санағы мен предикаттар санағының тілдерінің көмегі зор. 

Осыған сəйкес таңбалық тілді құруда жалпы математикалық əдіс — логикалық санақтың синтак-
систік құраушысы негізінде қарастырылады. 

Қазіргі философиялық көзқарас бойынша, «нақты түрді оқып-үйренуге амалданған формаль ап-
параттың нақты тұжырымдалған ережелеріне негізделген санақ кейбір есептер класын толық сипат-
тай алса, онда осы кластың кейбір ішкі класы жəне сол ғана алгоритмді шешімді болады». Сондықтан 
санақтың алгоритмдік мүмкіндіктері (тілдің байлығы) — оның ең маңызды сипаттамалары, ал нақты 
есептерді шешудің тиімді əдістерін алуда осы мүмкіндіктерді пайдалану, осы санақ (деңгейінде) шең-
берінде туындаған, — оның бірден-бір функциясы. 

Осыған сəйкес логикалық санақты құру процесінде негізгі талап 
 алфавиттік таңбаларға; 
 формулаларға; 
 кейбір басқа синтаксистік конфигурацияларға; 
 қорытындылау ережелеріне; 
 құру ережелеріне; 
 формальданған тілді құрудың жалпы технологиясына қойылады. 
Алгоритмдік проблемаларды қою жəне оқып-зерттеу (тəжірибе) практикасы логикалық санаққа 

тəн, ол «формула», «ішкі формула», «аксиома», «қорытынды» болу алгоритмдерін уақытында дұрыс 
талдау, оқып-үйренуші пəндегі сəйкес тақырыпты сапалы меңгеруге көмегін тигізіп ғана қоймай, сту-
денттердің жалпы алгоритмдік танымын, мəдениетін қалыптастыруға дұрыс ықпал етеді. 

Тұжырымдар алгебрасын аксиомалық негізде құруды əр түрлі əдістермен жүзеге асыруға бола-
ды. Көпшілік жағдайда біз Гильберт əдісін пайдалануға тырысамыз. Бұл əдіс аксиома, теорема, дə-
лелдеу, жалпы аксиомалық əдіс туралы студенттердің интуитивті-мағыналы көзқарастарын қалыптас-
тырудағы ең тиімді əдістердің бірі. 

Гильберт əдісі мектеп курсындағы геометриядан студенттерге таныс. 
Идея — əдістемелік негізде Гильберт əдісі санақ туралы көзқарастың табиғи дамуы, ол (таңдал-

ған аксиомалардың логикалық құрылымындағы) дəстүрлік аксиоматикалық логиканың аксиомалар 
сызбасы жүйесінің ақырлылығы, яғни оның қорытындылау ережесіндегі ақырлы болуы. 

Олар өз жазылуында Аристотельдің категориялық силлогизміндегі модустерді жазу формасымен 
ұқсас. Тұжырымдар санағының теоремалар жиындарының анықталуымен индуктивті дəлелдеу əдісін 
қолдану аумағының кеңею мүмкіндігі пайда болды. Индукциялық дəлелдеуге ұқсас формуланың күр-
делілігіне байланысты индуктивті дəлелдеу сызбасы дəлелдеу ұзындығына қарай құрылады. 
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Дедукция туралы теорема — логикалық санақ теориясының негізгі теоремаларының бірі. Бұл 
теореманың маңыздылығын түсіну үшін тұжырымдар санағының нақты формуласының дəлелдеуін 
тек ғана аксиомалар сызбасын қолдану арқылы құрудың қаншалықты күрделі жəне қиын екендігін 
түсіну керек. Дедукция туралы теоремада гипотезаның көмегімен «дəлелдеу» қатынасы мен кəдімгі 
«дəлелдеу» қатынастарының арасындағы байланыс орнатылады. Осы байланыстардың арқасында, 
көптеген жағдайларда, тұжырымдар санағында дəлелдеуді құру есебінің шешімі анағұрлым жеңілде-
тіледі. Дедукция туралы теореманың негізінде тұжырымдар санағының туынды ережелерінің бірі — 
импликацияны енгізу ережесі тұжырымдалады. 

Тұжырымдар санағын оқып-зерттеуде тұжырымдар санағының теория-жиындық семантикасы 
мен ақиқаттығына көңіл аударған жөн. Ақиқаттық семантикасын оқып-үйрену əдісі тұжырымдар ал-
гебрасы мен тұжырымдар санағының арасындағы табиғи ұқсастыққа негізделген. Тұжырымдар ал-
гебрасында айнымалылар үшін анықталған ақиқаттық мəндер жиынтығынан осы жиынтықтардағы 
формуланың ақиқаттық мəндерін алу, тұжырымдар санағындағы «мəндену» ұғымын енгізумен пара-
пар, ал ол барлық пропозиционалдық айнымалылар жиынын екі элементті ({ж, а}), {0, 1} жиынына 
бейнелеумен бірдей. Жалпыланған индуктивті сипаттағы технологияларды қолдану құралдарымен 
бұл бейнелеу санақтың барлық формулалар жиынына дейін кеңейтіледі, ал ол берілген мəнделудегі 
формулалардың «ақиқаттық мəндері» ұғымына əкеледі. 

Ақиқаттық семантикасын алгебралық тұрғыдан қарастыру (алгебралық көзқарас) «Буль мəнді 
семантика» мен «бульдік мəнделу» ұғымдарына əкеледі. Мəнделу өрісі ретінде бос емес жиынның 
барлық ішкі жиындарының Буль алгебрасы таңдалып алынған жағдайда теория-жиындық семантика 
Буль мəнді семантиканың жеке жағдайы ретінде енгізіледі. Формуланың дəлелдеуі — синтаксистік 
ұғымы мен оның теңбе-тең ақиқаттығы (тавтология) — семантикалық ұғымының арасындағы байла-
нысты анықтауда толық математикалық индукция əдісінің (өзгертілген) жетілдірілген сызбасының 
маңызы зор. Осы байланыс кеңейтілген мағынадағы тұжырымдар санағының толықтығы туралы тео-
реманың дəлелдеуінде көрінеді. 

Кеңейтілген мағынадағы тұжырымдар санағының толықтығы туралы теорема тұжырымдар ал-
гебрасын оқып-үйренудің мағыналық мəні мен формаль аксиомалық көзқарастың эквиваленттігін дə-
лелдейді. 

Басқаша сөзбен айтқанда, бұл теореманың тұжырымы: Тұжырымдар санағына тиісті дедуктивті 
құралдардың қоры (арсенал) ондағы барлық теңбе-тең ақиқат формулалардың дəлелдеуін алуға толы-
ғымен жеткілікті. 

Сонымен қатар санақтың толықтығы туралы теорема, аксиомалар жүйесіне онда дəлелденбейтін 
формуланы жаңа аксиома ретінде қосу арқылы қорды кеңейту əрекеті қарама-қайшылықты санаққа 
əкелетіндігін көрсетеді. 

Осы жағдайлардың барлығында біздің негізгі назарымыз «балама» (интерпретация) əдісінің ал-
гебралық мағынасына көңіл аудару. Себебі ол, Гильберт бойынша, тұжырымдар санағының аксиома-
лар жүйесінің тəуелсіздігін дəлелдеу үшін қолданылады. 

Логикалық санақтың формаль тілінің семантикасы деп осы тілдің əр түрлі синтаксистік конфи-
гурацияларының маңызын айтамыз, яғни олардың ақиқаттық бағасына байланысты мазмұндық мағы-
насы айтылады. Сол себепті семантиканың негізгі ұғымы оның конфигурацияларының ақиқаттық 
ұғымы болып табылады. Осы деңгейде біз оларды мазмұнды оқып-зерттеумен айналысамыз. 

Тұжырымдар алгебрасында күрделі  1 2, ,..., nA A x x x  формуласының ақиқаттық мəні оның құ-

рамындағы қарапайым 1 2, ,..., nx x x  тұжырымдарының ақиқаттық мəндеріне оның құрамындағы логи-
калық амалдардың ақиқаттық кестесіне тəуелді жəне сəйкес осы амалдардың классикалық ақиқаттық 
семантикасын береді. 

1 2, ,..., nx x x  айнымалылары үшін 1 2, ,..., n    (  0,1i  , 1,2,...,i n ) мəндерін сəйкесінше осы ай-

нымалылар жиыны мен екі элементті  0,1  жиынының арасындағы    1 2: , ,..., 0,1nx x x   бейнелеуі 

деп түсінуге болады. Мұндай бейнелеулер 1 2, ,..., nx x x  айнымалыларын мəндендіру деп аталады. 
Осындай əрбір  -мəндендірулері индуктивті сипаттағы процедуралардың құралымен тұжырым-

дар алгебрасының n -айнымалылы барлық формулалар жиыны ( )nL A -мен  0,1  жиынының арасын-

дағы бейнелеуге дейін жалғасады. Яғни осы мəндендірудегі ( )nL A  жиынына алынған формуланың 
ақиқаттық мəнін анықтау процесіне айналады. 
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Осы текті əр түрлі 2n  мəндендіру бар болғандықтан, онда ақиқаттық семантикасында əрбір 

 1 2, ,..., nA A x x x  формуласына ақырлы кестені сəйкес қоюға болады. n -орынды алгебралық амал 

түріндегі бұл формуладан оның кестелік мəніне көшеміз. 

 1,..., ,...tx x  ( t N ) барлық пропозиционалдық айнымалылар жиынында «мəндендіру» ұғымын 

жалпылай келе, тұжырымдар санағының ақиқаттық семантикасының келесі анықтамасына келеміз [1]. 
( )L A  жиынында бинарлық   қатынасын келесі түрде анықтайық: кез келген , ( )A B L A  үшін 

B A  , егер A  формуласының ішкі формуласы B  болса. 
  қатынасы рефлексивті, A A  ( A  — өз-өзінің ішкі формуласы); 
  антисимметриялы: B A  жəне A B  болса, онда ;A B  

  транзитивті: ( B A  жəне A C ) болса, онда .B C  Яғни ( );L A   — бөліктік реттелген жи-

ын. 
Оның минималды элементтер i — ( )L A  тілінің атомдық формулалары. Минималды элементтер 

жиыны P  — пропозиционалдық айнымалылар жиынымен беттеседі. 
( );L A   бөліктік реттелген жиыны үшін «кемімелі тізбенің үзілу шарты», минималдық шарты 

орынды, яғни бөліктік реттелген ( );L A   жиыны нақты. 

Жалпыланған индуктивті анықтамалар əдісіне сəйкес  : ( ) 0,1L A   бейнелеуін келесі түрде 

құрамыз: 
а) бөліктік реттелген ( );L A   жиынының A P  минималды элементтерінде  -бейнелеуі кез 

келген, бірақ кейін басқалар үшін нақты; 
б) егер A  формуласы ( );L A  бөліктік реттелген жиынының минималды элементі болмаса, он-

да формула мен ішкі формуланың индуктивті анықтамасына сəйкес A  формуласы үшін келесі мүм-
кіндіктердің біреуі орынды: 

 б.1. ( );A B C   

 б.2. ( );A B C   

 б.3. ( );A B C   

 б.4. .A B  
б.1.–б.3 жағдайларының əрқайсысында B A  жəне C A , б.4 жағдайында B A . 
Жалпыланған индуктивті анықтама əдісіне сəйкес ( )A  өрнегін есептеу үшін,   қатынасы мағы-

насында A -ның тікелей алдындағы элементтегі  -функциясының мəні арқылы ( )A  өрнегін табуға 
болатын рекуренттік қатынасты көрсету жеткілікті. Бұл сəйкестік ( )L A  тілінің формуласының ақи-
қаттық бағасын алуда тұжырымдар алгебрасындағы олардың осыған ұқсас бағаларын алу келесі түр-
де болуы керек: 

 б'.1. ( ) ( ) ( );A B C      

 б'.2. ( ) ( ) ( );A B C      

 б'.3. ( ) ( ) ( );A B C      

 б'.4. ( ) ( ).A B    
Бұл жағдайларда теңдіктердің оң жақ бөлігіндегі өрнектер тұжырымдар алгебрасындағы 

, , ,     логикалық амалдардың анықтамаларына сəйкес есептеледі, яғни классикалық ақиқаттық 
семантикасына сəйкес келеді. 

, ,    — бинарлық жəне   — унарлық амалдары ( )L A  жиынында алгебралық, сондықтан 

олар бізге 2,2,2,1  текті ( ) ( ), , , ,L A L A      алгебрасын қарастыруға мүмкіндік береді. Алгебра-

лық тұрғыдан алғанда кез келген   мəндендіруі (ақиқаттық семантикасында) ( )L A  алгебрасын 

 0,1 , , , ,     алгебрасына гомоморфты бейнелеу болып табылады. Шындығында, б'.1.–б'.4 өр-

нектері амалды «сақтаудың» қажетті шартын береді. 

 0,1 , , , ,     — Буль алгебрасы мəндендіру өрісі деп аталады. Алгебралық тұрғыдан алғанда 

ақиқаттық семантикасына тұжырымдар санағы тілінің Буль мəнді мəндендіруі келтіріледі, онда мəн-
дендіру өрісі ретінде негізгі жиынында ең кемінде екі элемент болатын кез келген Буль алгебрасы 
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алынады. Жеке жағдайда мəндендіру өрісі ретінде бос емес M  жиынының ішкі жиындарының жиы-
нының Буль алгебрасы ( ) ( ); , , ,B M B M M     алынса, онда тұжырымдар санағы тілінің теория-

жиындық семантикасын аламыз. 
Теория-жиындық семантикада мағыналық (мазмұндық) мəндендіру ақиқаттық семантикадағы 

мəндендіруге ұқсас анықталады. 
Индуктивті анықтама əдісі бойынша : ( ) ( )L A B M   бейнелеу келесі ережемен беріледі. 

а) Бөлікті реттелген ( ),L A   жиынның минималды элементінде ( )A P    бейнелеуі кез кел-

ген, бірақ ол кейін нақты (фиксированный) болады. 
Бұл жағдайда əрбір пропозиционалдық айнымалы A  қарапайым характеристикалық (сипаттама-

лық) қасиеттің аты ретінде анықталады жəне оның көмегімен M  жиыннан ( )A  — ішкі жиынының 
элементтері, тек ғана солар бөлініп алынады. 

Басқаша айтқанда, пропозициялық айнымалы A    бейнелеуінде ( )B M  жиынының элементте-
рінің аттарын анықтайды. 

б) Егер A  формуласы бөлікті реттелген ( ),L A   жиынының минималды элементі болмаса, онда 

(жоғарыда айтылғандай) A  формуласы үшін б.1) — б.4) мүмкіндіктерінің біреуі орындалады. 
  қатынасы мағынасында A -ның тікелей алдында тұратын ( )L A  жиынынан алынған элементті 

анықтауда,   бейнелеуінің мəні арқылы ( )A  мəнін табуға болатын рекурентті қатынас ретінде ке-
лесі теңдіктерді аламыз: 

 б''.1. ( ) ( ) ( );A B C     

 б''.2. ( ) ( ) ( );A B C     

 б''.3. ( ) ( ) ( ) / ( ) ( );A B C M B C        

 б''.4. ( ) / ( ).A M B    
Семантика мен синтаксистің арасындағы байланыс келесі теоремадан айқын көрінеді [2]. 
Теорема. Тұжырымдар алгебрасының формуласы теңбе-тең ақиқат болуы үшін оның тұжырым-

дар санағында дəлелденетін формула болуы қажетті жəне жеткілікті. 
1-анықтама. Тұжырымдар алгебрасының формулалары  1 2, ,..., nA a a a  жəне  1 2, ,..., nB a a a  эк-

вивалентті (тең мəнді) деп аталады, егер құрамдарындағы 1 2, ,..., na a a  қарапайым айнымалылардың 

сəйкес үлестірулеріндегі мəндері тең болса,    1 2 1 2, ,..., ~ , ,...,n nA a a a B a a a . 

Салдар 1. Егер ~A B  болса, онда     ~ 1A B B A   . 

2-анықтама [3]. Конъюнкция, дизъюнкция, импликация, кері амалдан   , , ,     тұратын 

жиынды логикалық амалдардың толық жүйесі деп атайды. 
Лемма. Логикалық амалдардың келесі жиындары: 
1)  ,  ; 

2)  ,  ; 

3)  ,   толық жүйе құрайды. 

Соңғы леммадан байқайтынымыз, толық жүйелер осы амалдар арқылы анықталған тілдің байлы-
ғы (мүмкіндігі) туралы мағлұмат береді. Бір толық жүйенің логикалық амалдарының көмегімен жа-
зылған формулаға екінші толық жүйедегі логикалық амалдардың көмегімен жазылған, оған эквива-
лентті формула əр уақытта бар. 

Теорема бойынша онда бұл формулалар арасында синтаксистік тұрғыдан «дəледену» ұғымына 
қатысты байланыс анықталған. 

Туынды қорытындылау ережелері [3] формуланың құрамындағы логикалық амалдан құтылуға 
немесе амалды формуланың құрамына енгізуге негізделген. Сондықтан формуланың дəлелдеуі логи-
калық амалдардың арасындағы «толықтық» ұғымына тікелей байланысты. 

Əдістемелік тұрғыдан алғанда «дəлелдеу» жəне «толықтық» ұғымдарын дұрыс түсіну студенттер 
үшін өте маңызды. 

Тұжырымдар санағында формуланың дəлелдеуін құру осы байланыстарға негізделген. Осы тұр-
ғыдан алғанда 1-салдарын келесі түрде тұжырымдауға болар еді. 
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Салдар 2. ~A B A B   жəне B А . 

Осы айтылғандарға негіз ретінде бір мысал келтірейік. 

1. ( , ) .A a b a b   

2. ( , ) .B a b a b   

3. ( , )C a b a b   формулаларын қарастырайық. 
Бұл формулалар эквивалентті, яғни 
 ( , ) ~ ( , ) ~ ( , )A a b B a b C a b , 

 ~ ~a b a b a b   , 
онда 2-салдар бойынша бұл формулалардың арасында келесі қатынастарды орнатуға болады: 

 
 , , , , , . 

 
Жоба түрінде бұл дəлелдеулерді келесі түрде өрнектеуге болар еді: 

    , ,     ,    , ,     ,    , ,     ; 

    , ,     ,    , ,     ,    , ,     . 

Дəлелдеудің «ағаш əдісін» пайдаланып, жоғарыдағы формулалардың дəлелдеулерін құрайық. 

a a ; a a  формулаларының дəлелдеулерін белгілі деп есептейік. 
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Бұл дəлелдеуді құру үшін транспозиция заңын пайдаланамыз. Дəлелдеу сызбасы: 
 
 
 
 
 
 
 

 
;a b a b a b a b

a b a b

     

  
. 

Осы мысал негізгі тұжырымдардың дұрыстығын дəлелдейді. 
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