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БЕСКОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ
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Аннотация. В работе формулируется аналог интегрального неравенства Гронуолла
для случая, когда интегральный член включает правосторонний дробныйинтеграл Римана-
Лиувилля по полубесконечному интервалу (t,∞) с ядром (s− t)α−1. Представлена теорема,
дающая оценку для функции u(t), удовлетворяющей неравенству u(t) ≤ a(t) + λ0

∫∞
t
(s−

t)α−1u(s)ds, в виде ряда, построенного на основе итераций функции a(t). В качестве
следствия приводится явная оценка для экспоненциально убывающей свободной функции
a(t). Результаты актуальны для анализа асимптотического поведения решений дробных
дифференциальных уравнений.

Классическое неравенство Гронуолла (1) является важным инструментом в теории
дифференциальных уравнений. Его обобщения на случай дробных операторов, как прави-
ло, рассматривают левосторонние интегралы (по (t0, t)) (2). В данной работе исследуется
аналог для правосторонних дробных интегралов, возникающих при изучении поведения
решений на бесконечности.

Рассмотрим правосторонний дробный интеграл Римана-Лиувилля:

D−β
∞tf(t) =

1

Γ(β)

∫ ∞

t

(s− t)α−1f(s)ds. (1)

Пусть 0 < α ≤ 1, λ0 ≥ 0. Пусть неотрицательные функции u(t), a(t) для t ∈ [T0,∞)
удовлетворяют неравенству:

u(t) ≤ a(t) + λ0

∫ ∞

t

(s− t)α−1u(s)ds. (2)

При определенных условиях на существование интегралов D−nα
∞t a(t), D−nα

∞t u(t) и стрем-
лении к нулю остаточного члена итерационного процесса (λ0Γ(α))ND−Nα

∞t u(t) → 0 при
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N → ∞, справедлива оценка:

u(t) ≤
∞∑
n=0

(λ0Γ(α))
nD−nα

∞t a(t), (3)

если ряд сходится. Доказательство основано на итерационном применении (2).
В качестве важного следствия, если a(t) = Ce−δat (C ≥ 0, δa > 0) и λ0Γ(α) < δαa , то

u(t) ≤ Ce−δat

1− λ0Γ(α)
δαa

. (4)

Эта оценка получается подстановкой D−nα
∞t (Ce−δat) = Ce−δat/δnαa в (3) и суммированием

геометрической прогрессии.
Полученные неравенства (3) и (4) являются новыми для правосторонних дробных

операторов и могут быть использованы для анализа асимптотики решений дробных
дифференциальных уравнений, например, для установления скорости их убывания на
бесконечности (3; 2).
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В вещественном гильбертовомпространствеHс нормой ∥�∥ рассматривается следующая
задача

−y′′(x) + αy′′ (−x) + γ2y (x) + f (x, y (x) , y (−x)) = h (x) , −1 < x < 1, (1)
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