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Преобразование Фурье и анизотропные пространства Лебега 

В статье изучены интегральные свойства преобразований Фурье ( ) ( ) , 1,txy

Rn
f y f x e dx n


   

монотонных по каждой переменной функции f. В частности, получен многомерный аналог теоремы 
Харди-Литтлвуда о преобразовании Фурье монотонной функции.  
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Введение 

Хорошо известна классическая теорема Харди-Литтлвуда [1] о преобразовании Фурье 
монотонной функции.   

Теорема A. Пусть 1 p    и ( )f x  — невозрастающая, неотрицательная на (0, )  функция, 

такая, что lim ( ) 0.
x

f x


  Пусть 
0

( ) ( )cosf t f x txdx
 

   — косинус-преобразование Фурье  функции f. 

Тогда верно следующее соотношение: 

 
1

2

0
(0, )

( ) .
pp p

Lp

f x f x dx
  


  

Всюду в статье через C будем обозначать положительную константу, которая в различных 
случах может быть разной. Выражение T S  означает, что существует такое C, что верно 

неравенство 
1

.CT S T
C

    

В одномерном случае теорема А имеет множество обобщений. Для весовых пространств Лебега 
обобщения теоремы А были получены в работах [2–6]. Для пространств Лоренца теорему А 
обобщали в работах [3, 7, 8]. 

Основной целью данной статьи является получение многомерного аналога теоремы A. 
Всюду в статье жирными буквами будем обозначать вектора. И все операции над векторами 

будут производиться покоординатно. 

Определение 1. Пусть 1 .p    Анизотропным пространством Лебега  n
pL R  называется 

множество всех измеримых функций f, для которых  

 
2

1 1

1

1 1: ... ,..., ... .
p

p pn
p p

n nL
f f t t dt dt

 

 

 
       

 
    

Определение 2. Будем говорить, что функция 1 2( , ,..., )nf x x x  принадлежит классу ,nE  если  

• f — неотрицательная функция на ;nR   
• 1 1 2 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n n nf x x x f x x x     для всех 1 2( , ,..., )nx x x x  и 1 2( , ,..., ),n       

где 
{1, 1}, 1,2,..., ;i i n      

• 1 2( , ,..., )nf x x x  не возрастает по каждой переменной на ,R  т.е. 

   1 2
1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,i i n i i nf x x x x f x x x x    

для 2 10 ,1 ;i ix x i n      

• 1 2( , ,..., ) 0nf x x x   при 1 2 ... .nx x x      
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Основным результатом статьи является следующая теорема.   

Теорема 1. Пусть 1 и .np f E     Тогда ( ),
p

p
L

f J f


  

где  

 
2

1 1
1

1

2 2
1 1 10 0

( ) ... ,..., ... .
n

n

p p
p pp p

p n n nJ f t t f t t dt dt
  

 
        

 
    

Замечание 1. Для удобства мы докажем теорему 1 для случая 2.n   В общем случае 
рассуждения аналогичны. Отметим также, что для функций ݂ из ܧଶ верно равенство  

መ݂ሺݕଵ, ଶሻݕ ൌ 4 መ݂௖ሺݕଵ, ଶሻݕ ൌ 4න  
∞

଴
න  
∞

଴
݂ሺݔଵ,  .ଶݔ݀	ଵݔ݀	ଶݕଶݔଵcosݕଵݔଶሻcosݔ

Вспомогательные утверждения 

Следующие неравенства Харди [9] и Минковского [10] будут часто использоваться. 
Лемма 1 (Харди).  Пусть ߰ – неотрицательная измеримая функция на ሺ0,∞ሻ, и пусть 1 ൑ ݌ ൑ ∞, 

ߙ ൏
ଵ

௣′
. Тогда  

 ቀ׬  
∞

଴ ቂݐఈ
ଵ

௧
׬  
௧
଴ ߰ሺݏሻ݀ݏቃ

௣
ቁݐ݀

భ
೛
൑ ׬൫ܥ  

∞

଴
ሾݐఈ߰ሺݐሻሿ௣݀ݐ൯

భ
೛. (1) 

Лемма 2 (Минковский). Пусть 1 ൑ ݌ ൑ ∞ и ݂ሺݔ, ,ሻ — измеримая функция на ሺܺݕ ሻߤ ൈ ሺܻ,  .ሻߥ
Тогда верно неравенство  

 ቀ׬  ௒ ൫׬  ௑ |݂ሺݔ, ሻ൯ݔሺߤ݀|ሻݕ
௣
ሻቁݕሺߥ݀

భ
೛ ൑ ׬  ௑ ൫׬  ௒ |݂ሺݔ, |ሻݕ

௣݀ߥሺݕሻ൯
భ
೛݀ߤሺݔሻ. (2) 

Замечание 2. Заметим, что при 0 ൏ ݌ ൏ 1 неравенство (1) верно для монотонных функций. Более 
того, это неравенство верно для квазимонотонных функций (см.[11]).   

Также будем использовать следующую лемму [11].   
Лемма 3. Пусть ݂ — неотрицательная, невозрастающая функция на ሺ0,∞ሻ, и пусть ܣ ൐ 0, 

0 ൏ ݍ ൏ 1. Тогда выполняется следующее неравенство: 

 ቀ׬  
஺
଴ ݂ሺݔሻ݀ݔቁ

௤
൑ ܥ ׬  

஺
଴ ሺ݂ሺݔሻሻ௤ݔ௤ିଵ݀(3) .ݔ 

Лемма 1. Пусть ݂ ∈ ,ଵݕଶ. Тогда для всех ሺܧ ଶሻݕ ∈ ܴଶ справедливо неравенство  

 መ݂ሺݕଵ, ଶሻݕ ൑ ׬36  
భ

|೤మ|

଴ ׬  
భ

|೤భ|

଴
݂ሺݔଵ,  ଶ. (4)ݔ݀	ଵݔ݀	ଶሻݔ

Доказательство. Из условия 2) определения 2 класса ܧଶ следует, что достаточно доказать 
неравенство (4) для y ൐ 0. Пусть y ൌ ሺݕଵ, ௜ݕ ,ଶሻݕ ൐ 0, ݅ ൌ 1,2. Тогда имеем  

መ݂ሺݕଵ, ଶሻݕ ൌ 4න  
ା∞

଴
න  
ା∞

଴
݂ሺݔଵ, ଶݔ݀	ଵݔ݀	ଶݕଶݔଵcosݕଵݔଶሻcosݔ ൌ

ൌ 4න  

ଵ
௬మ

଴
න  

ଵ
௬భ

଴
݂ሺݔଵ, ଶݔ݀	ଵݔ݀	ଶݕଶݔଵcosݕଵݔଶሻcosݔ ൅

൅4න  
ା∞

ଵ
௬మ

න  

ଵ
௬భ

଴
݂ሺݔଵ, ଶݔ݀	ଵݔ݀	ଶݕଶݔଵcosݕଵݔଶሻcosݔ ൅

൅4න  

ଵ
௬మ

଴
න  
ା∞

ଵ
௬భ

݂ሺݔଵ, ଶݔ݀	ଵݔ݀	ଶݕଶݔଵcosݕଵݔଶሻcosݔ ൅

൅4න  
ା∞

ଵ
௬మ

න  
ା∞

ଵ
௬భ

݂ሺݔଵ, ଶݔ݀	ଵݔ݀	ଶݕଶݔଵcosݕଵݔଶሻcosݔ ൌ

ൌ ଵܫ ൅ ଶܫ ൅ ଷܫ ൅ .ସܫ
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По второй теореме о среднем по второй переменной в ܫଶ получим  

ଶܫ ൌ 4න  

ଵ
௬భ

଴
቎න  

ା∞

ଵ
௬మ

݂ሺݔଵ, ଶ቏ݔ݀	ଶݕଶݔଶሻcosݔ cosݔଵݕଵ	݀ݔଵ ൌ

ൌ 4න  

ଵ
௬భ

଴
቎݂ ൬ݔଵ,

1
ଶݕ
൰න  

క

ଵ
௬మ

cosݔଶݕଶ	݀ݔଶ቏ cosݔଵݕଵ	݀ݔଵ ൌ

ൌ 4න  

ଵ
௬భ

଴
൤݂ ൬ݔଵ,

1
ଶݕ
൰
sinݕଶߦ െ sin1

ଶݕ
൨ cosݔଵݕଵ	݀ݔଵ.

 

Значит,  

|ଶܫ| ൑
8
ଶݕ
න  

ଵ
௬భ

଴
݂ ൬ݔଵ,

1
ଶݕ
൰݀ݔଵ ൑ 8න  

ଵ
௬మ

଴
න  

ଵ
௬భ

଴
݂ሺݔଵ,  .ଶݔ݀	ଵݔ݀	ଶሻݔ

Аналогичным путем получим  

|ଷܫ| ൑ 8න  

ଵ
௬మ

଴
න  

ଵ
௬భ

଴
݂ሺݔଵ,  .ଶݔ݀	ଵݔ݀	ଶሻݔ

Применяя дважды теорему о среднем для ܫସ, получим  

ସܫ ൌ 4න  
ା∞

ଵ
௬మ

቎݂ ൬
1
ଵݕ
, ଶ൰නݔ  

఍

ଵ
௬భ

cosݔଵݕଵ	݀ݔଵ቏ cosݔଶݕଶ	݀ݔଶ ൌ

ൌ 4න  
ା∞

ଵ
௬మ

൤݂ ൬
1
ଵݕ
, ଶ൰ݔ

sinݕଵߞ െ sin1
ଵݕ

൨ cosݔଶݕଶ	݀ݔଶ ൌ

ൌ 4݂ ൬
1
ଵݕ
,
1
ଶݕ
൰
sinݕଵߞ െ sin1

ଵݕ

sinݕଶߙ െ sin1
ଶݕ

.

 

Следовательно,  

|ସܫ| ൑
16
ଶݕଵݕ

݂ ൬
1
ଵݕ
,
1
ଶݕ
൰ ൑ 16න  

ଵ
௬మ

଴
න  

ଵ
௬భ

଴
݂ሺݔଵ,  .ଶݔ݀	ଵݔ݀	ଶሻݔ

Таким образом, мы имеем  
| መ݂ሺݕଵ, |ଶሻݕ ൑ |ଵܫ| ൅ |ଶܫ| ൅ |ଷܫ| ൅ |ସܫ| ൑

൑ 36න  

ଵ
௬మ

଴
න  

ଵ
௬భ

଴
݂ሺݔଵ, .ଶݔ݀	ଵݔ݀	ଶሻݔ

 

Доказательство теоремы 1. Сначала покажем оценку сверху для ฮ መ݂ฮ
௅࢖

. Из леммы 4 получим  

ฮ መ݂ฮ
௅࢖

൑ ܥ ቌ׬  
∞

଴ ൭׬  
∞

଴ ቈ׬  
భ
೟మ
଴ ׬  

భ
೟భ
଴
݂ሺݔଵ, ଶ቉ݔ݀	ଵݔ݀	ଶሻݔ

௣భ

ଵ൱ݐ݀

೛మ
೛భ

ଶቍݐ݀

భ
೛మ

= 

ൌ ܥ ቌ׬  
∞

଴ ൭׬  
∞

଴ ቈ׬  
భ
೟భ
଴
߮ሺݔଵ, ଵ቉ݔ݀	ଶሻݐ

௣భ

ଵ൱ݐ݀

೛మ
೛భ

ଶቍݐ݀

భ
೛మ

, 

где  

߮ሺݔଵ, ଶሻݐ ൌ න 	

ଵ
௧మ

଴
݂ሺݔଵ,  .ଶݔ݀	ଶሻݔ

Сделаем замену ݖଵ ൌ
ଵ

௧భ
  и применим неравенство Харди (1) во внутреннем интеграле.  
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ฮ መ݂ฮ
௅࢖
൑ ܥ ቌ׬ 	

ஶ
଴ ൭׬ 	

ஶ
଴ ቈ׬ 	

భ
೟భ
଴
߮ሺݔଵ, ଵ቉ݔଶሻ݀ݐ

௣భ

ଵ൱ݐ݀

೛మ
೛భ

ଶቍݐ݀

భ
೛మ

= 

ൌ ܥ ቌ׬ 	
ஶ
଴ ൭׬ 	

ஶ
଴ ቈݖଵ

ି మ
೛భ ׬ 	

௭భ
଴ ߮ሺݔଵ, ଵ቉ݔ݀	ଶሻݐ

௣భ

ଵ൱ݖ݀

೛మ
೛భ

ଶቍݐ݀

భ
೛మ

≤ 

൑ ܥ ቌ׬ 	
ஶ
଴ ൭׬ 	

ஶ
଴ ቈݖଵ

ଵି మ
೛భ߮ሺݖଵ, ଶሻ቉ݐ

௣భ

ଵ൱ݖ݀

೛మ
೛భ

ଶቍݐ݀

భ
೛మ

= 

		ൌ ܥ

ۉ

ۈ
ۇ
න 	
ஶ

଴
ቌන 	

ஶ

଴
቎ݖଵ

ଵି ଶ
௣భ න 	

ଵ
௧మ

଴
݂ሺݖଵ, ଶ቏ݔ݀	ଶሻݔ

௣భ

ଵቍݖ݀

௣మ
௣భ

ଶݐ݀

ی

ۋ
ۊ

ଵ
௣మ

. 

Пусть ݌ଵ ൒ 1. Тогда из неравенства Минковского (2) вытекает  

ฮ መ݂ฮ
௅࢖

൑ ܥ

ۉ

ۈ
ۇ
න 	
ஶ

଴
ቌන 	

ஶ

଴
቎ݖଵ

ଵି ଶ
௣భ න 	

ଵ
௧మ

଴
݂ሺݖଵ, ଶ቏ݔ݀	ଶሻݔ

௣భ

ଵቍݖ݀

௣మ
௣భ

ଶݐ݀

ی

ۋ
ۊ

ଵ
௣మ

൑

൑ ܥ

ۉ

නۇ 	
ஶ

଴
൮න 	

ଵ
௧మ

଴
൥න 	

ஶ

଴
൭ݖଵ

ଵି ଶ
௣భ݂ሺݖଵ, ଶሻ൱ݔ

௣భ

ଵ൩ݖ݀

ଵ
௣భ

ଶ൲ݔ݀

௣మ

ଶݐ݀

ی

ۊ

ଵ
௣మ

ൌ

 

ൌ ܥ ቌන 	
ஶ

଴
ቌන 	

ଵ
௧మ

଴
߰ሺݔଶሻ	݀ݔଶቍ

௣మ

ଶቍݐ݀

ଵ
௣మ

, 

где 

߰ሺݔଶሻ ൌ ൥න 	
ஶ

଴
൭ݖଵ

ଵି ଶ
௣భ݂ሺݖଵ, ଶሻ൱ݔ

௣భ

ଵ൩ݖ݀

ଵ
௣భ

. 

Снова, производя замену 
ଵ

௧మ
 на ݖଶ и используя неравенство Минковского, получим 

ฮ መ݂ฮ
௅࢖
൑ ܥ ൭׬ 	

ஶ
଴ ቆݖଶ

ି మ
೛మ ׬ 	

௭మ
଴ ߰ሺݔଶሻ݀ݔଶቇ

௣మ

ଶ൱ݖ݀

భ
೛మ

≤ 

൑ ܥ ൭׬ 	
ஶ
଴ ቆݖଶ

ଵି మ
೛మ߰ሺݖଶሻቇ

௣మ

ଶ൱ݖ݀

భ
೛మ

= 

ൌ ܥ

ۉ

නۇ 	
ஶ

଴
൮ݖଶ

ଵି ଶ
௣మ ൥න 	

ஶ

଴
൭ݖଵ

ଵି ଶ
௣భ݂ሺݖଵ, ଶሻ൱ݖ

௣భ

ଵ൩ݖ݀

ଵ
௣భ

൲

௣మ

ଶݖ݀

ی

ۊ

ଵ
௣మ

ൌ  .ሺ݂ሻܘܬ
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Пусть теперь 0 ൏ ଵ݌ ൏ 1. Тогда из неравенства (3) следует  

ฮ መ݂ฮ
௅࢖
൑ ܥ ቌ׬ 	

ஶ
଴ ൭׬ 	

ஶ
଴ ቈݖଵ

ଵି మ
೛భ ׬ 	

భ
೟మ
଴
݂ሺݖଵ, ଶ቉ݔଶሻ݀ݔ

௣భ

ଵ൱ݖ݀

೛మ
೛భ

ଶቍݐ݀

భ
೛మ

≤ 

	൑ ܥ ቌ׬ 	
ஶ
଴ ቆ׬ 	

ஶ
଴ ଵݖ

௣భିଶ ቈ׬ 	
భ
೟మ
଴
ሺ݂ሺݖଵ, ଶݔଶሻሻ௣భݔ

௣భିଵ݀ݔଶ቉ ଵቇݖ݀

೛మ
೛భ

ଶቍݐ݀

భ
೛మ

= 

	ൌ ܥ

ۉ

නۇ 	
ஶ

଴
ቌන 	

ଵ
௧మ

଴
න 	
ஶ

଴
ଵݖ
௣భିଶሺ݂ሺݖଵ, ଶݔଶሻሻ௣భݔ

௣భିଵ	݀ݖଵ	݀ݔଶቍ

௣మ
௣భ

ଶݐ݀

ی

ۊ

ଵ
௤మ

. 

Заменим 
ଵ

௧మ
 на ݖଶ: 

																				ฮ መ݂ฮ
௅࢖

൑ ܥ ቌ׬ 	
ஶ
଴ ቆݖଶ

ିమ೛భ
೛మ ׬ 	

௭మ
଴ ׬ 	

ஶ
଴ ଵݖ

௣భିଶ݂௣భሺݖଵ, ଶݔଶሻݔ
௣భିଵ	݀ݖଵ	݀ݔଶቇ

೛మ
೛భ

ଶቍݖ݀

భ
೛మ

= 

ൌ ܥ ቌ׬ 	
ஶ
଴ ቆݖଶ

ିమ೛భ
೛మ

ାଵ ଵ

௭మ
׬ 	
௭మ
଴ ଶቇݔ݀	ଶሻݔሺߦ

೛మ
೛భ

ଶቍݖ݀

೛భ
೛మ

భ
೛భ

, 

где  

ଶሻݔሺߦ ൌ න 	
ஶ

଴
ଵݖ
௣భିଶሺ݂ሺݖଵ, ଶݔଶሻሻ௣భݔ

௣భିଵ	݀ݖଵ 

— квазимонотонная функция (так как функция ߦሺݔଶሻݔଶ
ିሺ௣భିଵሻ не возрастает). Из неравенства Харди 

следует 

ฮ መ݂ฮ
௅࢖

൑ ܥ ቌන 	
ஶ

଴
൭ݖଶ

ିଶ௣భ௣మ
ାଵ 1
ଶݖ
න 	
௭మ

଴
ଶ൱ݔଶሻ݀ݔሺߦ

௣మ
௣భ
ଶቍݖ݀

௣భ
௣మ

ଵ
௣భ

൑

൑ ܥ ቌන 	
ஶ

଴
൭ݖଶ

ିଶ௣భ௣మ
ାଵ
ଶሻ൱ݖሺߦ

௣మ
௣భ
ଶቍݖ݀

௣భ
௣మ

ଵ
௣భ

ൌ

ൌ ܥ ቌන 	
ஶ

଴
൭ݖଶ

ିଶ௣భ௣మ
ାଵ
න 	
ஶ

଴
ଵݖ
௣భିଶሺ݂ሺݖଵ, ଶݖଶሻሻ௣భݖ

௣భିଵ݀ݖଵ൱

௣మ
௣భ
ଶቍݖ݀

௣భ
௣మ

ଵ
௣భ

ൌ

ൌ .ሺ݂ሻ࢖ܬܥ

 

Установим теперь оценку снизу для ฮ መ݂ฮ
௅࢖

. Пусть ࢠ ൌ ሺݖଵ, ଶሻݖ ൐ 0, тогда 

ሻ:ൌܢሺܪ   ׬ 	
௭మ
଴ ׬ 	

௭భ
଴ ׬ 	

௨మ
଴ ׬ 	

௨భ
଴

መ݂ሺݔଵ,  =ଶݑ݀	ଵݑ݀	ଶݔ݀	ଵݔ݀	ଶሻݔ

ൌ ׬ 	
௭మ
଴ ׬ 	

௭భ
଴ ׬ 	

௨మ
଴ ׬ 	

௨భ
଴ ׬ 	

ஶ
଴ ׬ 	

ஶ
଴ ݂ሺݐଵ,  =ଶݑଵ݀ݑ݀	ଶݔଵ݀ݔ݀	ଶݐଵ݀ݐ݀	ଶݐଶݔଵcosݐଵݔଶሻcosݐ

ൌ ׬ 	
௭మ
଴ ׬ 	

௭భ
଴ ׬ 	

ஶ
଴ ׬ 	

ஶ
଴ ݂ሺݐଵ, ଶሻݐ ׬ 	

௨మ
଴ ׬ 	

௨భ
଴ cosݔଵݐଵcosݔଶݐଶ	݀ݔଵ݀ݔଶ	݀ݐଵ݀ݐଶ	݀ݑଵ݀ݑଶ= 

																												ൌ ׬ 	
௭మ
଴ ׬ 	

௭భ
଴ ׬ 	

ஶ
଴ ׬ 	

ஶ
଴

௙ሺ௧భ,௧మሻ

௧భ௧మ
sinݐଵݑଵsinݐଶݑଶ	݀ݐଵ	݀ݐଶ	݀ݑଵ	݀ݑଶ= 

																												ൌ ׬ 	
ஶ
଴ ׬ 	

ஶ
଴

௙ሺ௧భ,௧మሻ

௧భ௧మ
׬ 	
௭మ
଴ ׬ 	

௭భ
଴ sinݐଵݑଵsinݐଶݑଶ	݀ݑଵ	݀ݑଶ	݀ݐଵ	݀ݐଶ= 

																												ൌ 2න 	
ஶ

଴
න 	
ஶ

଴

݂ሺݐଵ, ଶሻݐ

ଵݐ
ଶݐଶ

ଶ sinଶ
ଵݖଵݐ
2

sinଶ
ଶݖଶݐ
2

ଶݐ݀	ଵݐ݀	 ൒ 0. 
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Значит, 

 

ܪ ቀ
గ

ଶ௫భ
,
గ

ଶ௫మ
ቁ ൌ ׬ 	

ഏ
మೣమ
଴ ׬ 	

ഏ
మೣభ
଴ ׬ 	

௨మ
଴ ׬ 	

௨భ
଴ ห መ݂ሺݕଵ, ଶݑ݀	ଵݑ݀	ଶݕ݀	ଵݕଶሻห݀ݕ ൒

൒ ቤ׬ 	
ഏ
మೣమ
଴ ׬ 	

ഏ
మೣభ
଴ ׬ 	

௨మ
଴ ׬ 	

௨భ
଴

መ݂ሺݕଵ, ଶቤݑ݀	ଵݑ݀	ଶݕ݀	ଵݕ݀	ଶሻݕ ൌ

ൌ ׬2 	
ஶ
଴ ׬ 	

ஶ
଴

௙ሺ௧భ,௧మሻ

௧భ
మ௧మ

మ sinଶ
గ௧భ
ସ௫భ

sinଶ
గ௧మ
ସ௫మ

ଶݐ݀	ଵݐ݀	 ൒

൒ ܥ ׬ 	
ଶ௫మ
ೣమ
మ

׬ 	
ଶ௫భ
ೣభ
మ

௙ሺ௧భ,௧మሻ

௧భ
మ௧మ

మ ଶݐ݀	ଵݐ݀	 ൒ ܥ
௙ሺଶ௫భ,ଶ௫మሻ

ସ௫భ௫మ
.

 (5) 

Обозначим ݄ሺݑଵ, ଶሻݑ ൌ ׬ 	
௨మ
଴ ׬ 	

௨భ
଴ ห መ݂ሺݕଵ,   ଶ. Тогда из (5) следуетݕ݀	ଵݕଶሻห݀ݕ

ሺ݂ሻ࢖ܬ ൌ ቆ׬ 	
ஶ
଴ ଶݐ

௣మିଶ൫׬ 	
ஶ
଴ ଵݐ

௣భିଶሾ݂ሺݐଵ, ଵ൯ݐଶሻሿ௣భ݀ݐ
೛మ
೛భ݀ݐଶቇ

భ
೛మ
≤ 

൑ ܥ ቌ׬ 	
ஶ
଴ ଶݐ

௣మିଶ ቆ׬ 	
ஶ
଴ ଵݐ

௣భିଶ ቈݐଵݐଶ ׬ 	
ഏ
೟మ
଴ ׬ 	

ഏ
೟భ
଴
݄ሺݑଵ, ଶ቉ݑଵ݀ݑ݀	ଶሻݑ

௣భ

ଵቇݐ݀

೛మ
೛భ

ଶቍݐ݀

భ
೛మ

= 

ൌ ܥ

ۉ

නۇ 	
ஶ

଴
ଶݐ
ଶ௣మିଶ ቌන 	

ஶ

଴
൥ݐଵ
ଶି ଶ

௣భ න 	

గ
௧మ

଴
න 	

గ
௧భ

଴
݄ሺݑଵ, ଶ൩ݑଵ݀ݑ݀	ଶሻݑ

௣భ

ଵቍݐ݀

௣మ
௣భ

ଶݐ݀

ی

ۊ

ଵ
௣మ

. 

Заменим 
గ

୲
 на z и применим неравенство Харди: 

											
											

ሺ݂ሻ࢖ܬ ൑ ܥ ቆ׬ 	
ஶ
଴ ଶݖ

ିଶ௣మ ቀ׬ 	
ஶ
଴ ଵݖൣ

ିଶ ׬ 	
௭మ
଴ ׬ 	

௭భ
଴ ݄ሺݑଵ, ଶ൧ݑଵ݀ݑଶሻ݀ݑ

௣భ݀ݖଵቁ
೛మ
೛భ ଶቇݖ݀

భ
೛మ

≤ 

൑ ܥ ቆ׬ 	
ஶ
଴ ଶݖ

ିଶ௣మ ቀ׬ 	
ஶ
଴ ଵݖൣ

ିଵ ׬ 	
௭మ
଴ ݄ሺݖଵ, ൧	ଶݑଶሻ݀ݑ

௣భ݀ݖଵቁ
೛మ
೛భ ଶቇݖ݀

భ
೛మ

= 

ൌ ܥ ቌන 	
ஶ

଴
ଶݖ
ିଶ௣మ ቆන 	

ஶ

଴
ቈන 	

௭మ

଴
ଵݖ
ିଵ݄ሺݖଵ, ଶ቉ݑଶሻ݀ݑ

௣భ

ଵቇݖ݀

௣మ
௣భ
ଶቍݖ݀

ଵ
௣మ

. 

Применяя неравенство Минковского, получим  

ሺ݂ሻ࢖ܬ ൑ ܥ ቆ׬ 	
ஶ
଴ ଶݖ

ିଶ௣మ ቆ׬ 	
௭మ
଴ ׬ൣ 	

ஶ
଴
ሺݖଵ

ିଵ݄ሺݖଵ, ଵ൧ݖଶሻሻ௣భ݀ݑ
భ
೛భ݀ݑଶቇ

௣మ

ଶቇݖ݀

భ
೛మ

												

= 

													ൌ ܥ ቌන 	
ஶ

଴
ቌݖଶ

ିଶන 	
௭మ

଴
ቈන 	

ஶ

଴
ሺݖଵ

ିଵ݄ሺݖଵ, ଵ቉ݖଶሻሻ௣భ݀ݑ

ଵ
௣భ
ଶቍݑ݀

௣మ

ଶቍݖ݀

ଵ
௣మ

. 

Из неравенства Харди получим 

ሺ݂ሻ࢖ܬ ൑ ܥ ቌන 	
ஶ

଴
ቌݖଶ

ିଵ ቈන 	
ஶ

଴
ሺݖଵ

ିଵ݄ሺݖଵ, ଵ቉ݖଶሻሻ௣భ݀ݖ

ଵ
௣భ
ቍ

௣మ

ଶቍݖ݀

ଵ
௣మ

ൌ 

ൌ ܥ ቌන 	
ஶ

଴
ଶݖ
ି௣మ ቈන 	

ஶ

଴
ቆݖଵ

ିଵන 	
௭మ

଴
න 	
௭భ

଴
ห መ݂ሺݕଵ, ଶቇݕ݀	ଵݕଶሻห݀ݕ

௣భ

ଵ቉ݖ݀

௣మ
௣భ
ଶቍݖ݀

ଵ
௣మ

. 
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Применяя дважды неравенство Харди и неравенство Минковского к последнему выражению, 
получим требуемую оценку.  

 
 

Список литературы 

1 Титчмарш E. Введение в теорию интегралов Фурье. — М.-Л.: ГИТТЛ, 1948. — С. 150. 
2 Boas R.P.Jr. The integrability class of the sine transform of a monotonic function // Stud. Math. — 1972. — No. 44. — 

P. 365–369.  
3 Sagher Y. Integrability conditions for the Fourier transform // Journal Math. Anal. Appl. — 1976. — No. 54. — P. 151–156.  
4 Liflyand E., Tikhonov S. Extended solution of Boas' conjecture on Fourier transforms // C.R. Math. Acad. Sci. Paris. — 2008. 

— № 346. — P. 1137–1142.  
5 Dyachenko M., Liflyand E., Tikhonov S. Uniform convergence and integrability of Fourier integrals // Journal Math. Anal. 

Appl. — 2010. — No. 372. — P. 328–338.  
6 Gorbachev D., Liflyand E., Tikhonov S. Weighted Fourier inequalities: Boas' conjecture in Rn // Journal d'Analyse 

Math݁′matique. — 2011. — Vol. 114. — No. 1. — P. 99–120.  
7 Нурсултанов Е.Д. Сетевые пространства и преобразование Фурье //Докл. РАН. — 1998. — Т. 361. — № 5. — С. 597–599.  
8 Копежанова А.Н., Нурсултанов Е.Д., Перссон Л.-Е. О неравенствах для преобразования Фурье функций из 

пространств Лоренца // Математические заметки. — 2011. — Т. 90. — № 5. — С. 785–788.  
9 Bennet C., Sharpley R. Interpolation of Operators. — М.: Academic Press, 1988. — P. 124. 
10 Бесов О.В., Ильин В.П., Никольский С.М. Интегральные представления функций и теоремы вложения. — М.: Наука, 

1975. — С. 22. 
11 Bergh J., Burenkov V., Persson L.–E. Best constants in reversed Hardy's inequalities for quasimonotone functions // Acta Sci. 

Math. (Szeged). — 1994. — No. 59. — P. 221–239.  

 
 

А.Б.Мұқанов  

Фурье түрлендіруі жəне анизотропты Лебег кеңістіктері 

Мақалада əр айнымалы бойынша монотонды f функциялардың ( ) ( ) , 1txy

Rn
f y f x e dx n


   Фурье 

түрлендірулерінің интегралдық қасиеттері зерттелді. Соның ішінде монотонды функцияның Фурье 
түрлендіруі бойынша Харди жəне Литтлвудтың теоремасының көпөлшемді аналогы алынды. 

 

A.B.Mukanov  

Fourier transform and anisotropic Lebesgue spaces 

In this paper we study integral properties of  the Fourier transforms ( ) ( ) , 1txy

Rn
f y f x e dx n


   of monotone 

in each variable functions f. In particular, we get a multidimensional analogue of Hardy-Littlewood theorem 
on Fourier tarnsform of monotone function. 
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