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    2.  if 𝑓: (0, ) → (0, ) is an operator concave function, 𝛷𝑗 is a strictly positive linear map 

from finite von Neumann algebra ℳ𝑗 to ℳ, 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛, 0 < 𝑝 ≤ 1 and 0 < 𝑠 ≤
1

𝑝
, then for 0 ≤

𝑡 < 𝜏(1),  

 ∫
𝜏(1)

𝑡
𝜇𝑣((∑

𝑛
𝑗=1 𝛷𝑗(𝑓(𝑥𝑗

−𝑝
)))−𝑠)𝑑𝑣     𝑎𝑛𝑑     ∫

𝜏(1)

𝑡
𝜇𝑣((∑

𝑛
𝑗=1 𝛷𝑗(𝑓(𝑥𝑗)

−𝑝))−𝑠)𝑑𝑣 

are jointly concave in (𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ ℳ1
++ × ℳ2

++ × ⋯× ℳ𝑛
++,  

where 𝜇𝑡(𝑧) is the generalized singular number of 𝑧 ∈ 𝐿0(ℳ). 
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Через 𝐿𝑝,𝜏 обозначается пространство Лоренца всех вещественнозначных измеримых по Лебегу 

функций 𝑓, которые имеют 2𝜋-период по каждой переменной и для которых 

‖𝑓‖𝑝,𝜏 = {
𝜏

𝑝
∫ (𝑓 (𝑡))

𝜏

𝑡
𝜏

𝑝
−1

𝑑𝑡
1

0

}

1

𝜏

< +∞, 1 < 𝑝 < ∞, 1 ≤ 𝜏 < ∞, 

𝑓 (𝑡) – невозрастающая  перестановка функции |𝑓(2𝜋𝑥)|, 𝑥 ∈ [0,1)𝑚. Пусть 𝑟 = (𝑟1, … , 𝑟𝑚), 𝑟𝑗 >

0, 𝑗 = 1,… ,𝑚 и 𝐹𝑟(𝑥) –𝑚-мерное ядро Бернулли (см. [2], [3]). Рассмотрим функциональный класс 

𝑊𝑝,𝜏
𝑟 = {𝑓: 𝑓 = 𝜑 ⋆ 𝐹𝑟, ‖𝜑‖𝑝,𝜏 ≤ 1}, где 1 < 𝑝 < ∞, 1 ≤ 𝜏 < ∞, 

(𝜑 ⋆ 𝐹𝑟)(𝑥) =
1

(2𝜋)𝑚
∫ (𝜑(𝑥 − 𝑢)𝐹𝑟)(𝑢)𝑑𝑢
𝑇𝑚 , 𝑇𝑚 = [0,2𝜋)𝑚. 

В случае 𝜏 = 𝑝 класс 𝑊𝑝,𝜏
𝑟  рассмотрен в [1], [2]. 𝑒𝑀(𝑓)𝑝,𝜏 – наилучшее  -членное 

тригонометрическое приближение функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜏 ,𝑀 ∈ 𝑁. 
В докладе будут представлены точные по порядку  оценки наилучших -членных приближений 

функций класса𝑊𝑞,𝜏1
𝑟  в пространстве 𝐿𝑝,𝜏2

 при различных соотношениях между параметрами 

𝑝, 𝑞, 𝜏1, 𝜏2. В частности,  
Теорема. Пусть 0 < 𝑟1 = ⋯ = 𝑟𝜈 < 𝑟𝜈+1 ≤ ⋯𝑟𝑚, 1 < 𝑞 ≤ 2 < 𝑝 < ∞, 1 < 𝜏1 < 𝜏2 < ∞ и 𝑏 ∈ 𝑅. 

Если 1 < 𝑞 < 2 и 𝑟1 >
1

𝑞
, то 

𝑒𝑀(𝑊𝑞,𝜏1
𝑟 )

𝑝,𝜏2
≻≺ 𝑀

−(𝑟1+
1

2
−

1

𝑞
)
(𝑙𝑜𝑔2𝑀)

(𝜐−1)(𝑟1−
1

𝑞
+

1

𝜏1
′ )

. 

Если 𝑞 = 2 и 𝑟1 >
1

2
, то 

𝑒𝑀(𝑊2,𝜏1

𝑟 )
𝑝,𝜏2

≤ 𝐶𝑀−𝑟1(𝑙𝑜𝑔2𝑀)
(𝜐−1)(𝑟1−

1

2
+

1

𝜏1
′ )+

1

2
−

1

𝜏1. 

В случае 𝜏1 = 𝑞, 𝜏2 = 𝑝 из полученных результатов следуют теорема 3 в [1] и теоремы 2.1 и 2.2 в 

[2], а также теорема 1.2 в [3]. 
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Пусть 𝐿𝑝(𝑇
𝑑)(0 < 𝑝 ≤ ∞)–пространство Лебега с обычной (квази) нормой, здесь и далее 𝑇𝑑 ≔

 
(𝑅

𝑍
)𝑑   – тор. 

Пусть  0 <  𝑢 ≤ 𝑝 ≤ ∞, пространство Морри  𝑀𝑢
𝑝 ≔ 𝑀𝑢

𝑝(𝑇𝑑) −совокупность всех 𝑓 ∈

𝐿𝑢(𝑇
𝑑) таких, что 

‖𝑓 |   𝑀𝑢
𝑝
‖ ≔ |𝑄|

1

𝑝
−

1

𝑢(∫𝑄 |𝑓(𝑥)|𝑢𝑑𝑥)
1

𝑢 < ∞, 

где 𝑄 пробегает множество всех кубов со сторонами, параллельными осям,|𝑄|, 𝑙(𝑄) − объём, 

длина стороны 𝑄. 
Пусть 𝜓 ∈ 𝐶0

∞(𝑅𝑑) такая,что 𝜓(𝑥) = 1,если |𝑥|∞ ≤ 1, 𝜓(𝑥) = 0,если|𝑥|∞ ≥ 3/2 .  

Положим 𝜑0 ∶= 𝜓, 𝜑𝑗(𝑥) ≔ 𝜑0(2
−𝑗𝑥) − 𝜑0(2

1−𝑗𝑥), 𝜑−𝑗 ≡ 0, 𝑗 = 1,2, …. 

Пусть 𝑙𝑞 ≔ 𝑙𝑞(𝑁0) − пространство числовых последовательностей (𝑎𝑗) ≔ (𝑎𝑗)𝑗∈𝑁0
 с обычной 

(квази)нормой. Для (𝑔𝑗(𝑥)), 𝑥 ∈ 𝑇𝑑 , 

‖ (𝑔𝑗(𝑥)) |𝑙𝑞(𝑀𝑢
𝑝
)‖ ≔ ‖‖ (𝑔𝑗(𝑥)) |𝑀𝑢

𝑝
(𝑇𝑑)‖|𝑙𝑞‖; 

‖ (𝑔𝑗(𝑥)) |𝑀𝑢
𝑝
(𝑙𝑞))‖ ≔ ‖‖ (𝑔𝑗(𝑥)) 𝑙𝑞|‖|𝑀𝑢

𝑝
(𝑇𝑑)‖. 

Пусть 𝑆′ ≔ 𝑆′(𝑅𝑑) − пространствоШварца умеренных распределений, а𝑆′ ≔ 𝑆′(𝑇𝑑) – 

подпространство 𝑆′распределений, 1-периодических по каждой переменной; 𝑓 ≔ 𝐹(𝑓) − 

преобразование Фурье распределения 𝑓 ∈ 𝑆′ . 

Для 𝑓 ∈ 𝑆′  положим  𝛥𝑗̃{𝑓, 𝑥) ≔ ∑
𝜉∈𝑍𝑑 𝜑𝑗(𝜉)𝑓(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝜉𝑥(𝜉𝑥 = ∑𝜅=1

𝑑 𝜉𝜅𝑥𝜅 − скалярное 

произведение  𝜉, 𝑥 ∈ 𝑅𝑑). 

Пусть 𝑠 ∈ 𝑅, 0 < 𝑞 ≤ ∞, 0 < 𝑢 ≤ 𝑝 ≤ ∞. 

𝑁𝑝,𝑞,𝑢
𝑠 ≔ 𝑁𝑝,𝑞,𝑢

𝑠 (𝑇𝑑) ≔ {𝑓 ∈ 𝑆′:‖𝑓 | 𝑁̃𝑝,𝑞,𝑢
𝑠 ‖ ≔ ‖(2𝑗𝑠𝛥𝑗̃{𝑓, 𝑥))|𝑙𝑞(𝑀𝑢

𝑝)‖ < ∞} − 

пространства Никольского-Бесова-Морри  на торе; 

при 𝑢 < ∞𝑀𝑢
𝑝

 

𝐸𝑝,𝑞,𝑢
𝑠 ≔ 𝐸𝑝,𝑞,𝑢

𝑠 (𝑇𝑑) ≔ {𝑓 ∈ 𝑆′: ‖𝑓 | 𝐸̃𝑝,𝑞,𝑢
𝑠 ‖ ≔ ‖(2𝑗𝑠𝛥𝑗̃{𝑓, 𝑥))| 𝑀𝑢

𝑝(𝑙𝑞) ‖ < ∞} − 

пространства Лизоркина-Трибеля-Морри  на торе. 

Пусть 𝑠, 𝜏 ∈ 𝑅, 0 < 𝑞 ≤ ∞.  При 0 < 𝑝 ≤ ∞ ≤ ∞ 

  𝐵𝑝,𝑞
𝑠,𝜏 ≔ 𝐵𝑝,𝑞

𝑠,𝜏(𝑇𝑑) ≔ 

{𝑓 ∈ 𝑆′: ‖𝑓 |   𝐵𝑝,𝑞
𝑠,𝜏‖ ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑄∈𝑄̃

1

|𝑄|𝜏
{ ∑

∞

𝑗=𝑗(𝑄)

[∫
𝑄

2𝑗𝑠𝑝|𝛥𝑗̃(𝑓, 𝑥)|𝑝]

𝑞

𝑝

}

1

𝑞

< ∞} − 

гладкостные пространства типа Никольского-Бесова, ассоциированные с пространством Морри, на 
торе; 
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